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            Abstract
          
        

        
          Abstract Continuous-path motion control such as resolved motion rate control requires online solving of the inverse differential kinematics for a robot. However, the solution space of the inverse differential kinematics related to Jacobian J is not well-established. In this paper, the solution space of inverse differential kinematics is analyzed through categorization of mapping conditions between joint velocities and end-effector velocity of a robot. If end-effector velocity is within the column space of J, the solution or the minimum norm solution is obtained. If it is not within the column space of J, an approximate solution by least-squares is obtained. Moreover, this paper introduces an improved mapping diagram showing orthogonality and mapping clearly between subspaces, and concrete examples numerically showing the concept of several subspaces. Finally, a solver and graphics user interface (GUI) for inverse differential kinematics are developed using MATLAB, and the solution of inverse differential kinematics using the GUI is demonstrated for a vertically articulated robot.
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    1. 서 론로봇 머니퓰레이터의 운동제어 및 힘제어를 효과적으로 수행하기 위하여 로봇 기구학(kinematics)의 해가 필요하다. 로봇 기구학은 관절변수(joint variable) q와 말단장치(end effector)의 위치(position) 및 방향(orientation) x의 관계를 구하는 것이다. 로봇 기구학은 다시, 주어진 관절변수 q로부터 말단장치의 위치 및 방향 x를 구하는 순기구학(forward kinematics)과, 주어진 말단장치의 위치 및 방향 x로부터 관절변수 q를 구하는 역기구학(inverse kinematics)으로 나누어 생각할 수 있다.
본 논문에서 벡터는 굵은 로마체 소문자로 표기하고, 행렬은 대문자로 표기한다. 본 논문에서 벡터는 모두 열벡터로 간주한다.
로봇 머니퓰레이터의 순기구학 문제는 함수형태로 
	x=fq	(1) 
				


로 표시될 수 있고, 순기구학 문제를 푼다는 것은 함수 f를 구하는 것이다. 여기서 x = [x,y,z,α,β,γ]T, q = (q1, q2, ⋯, qn)T 이고, x,y,z 는 고정된 기준좌표계에 대한 말단장치의 위치인 Cartesian 좌표를, α,β,γ는 기준좌표계에 대한 말단장치의 방향을 나타내는 변수이다. α,β,γ는 말단장치의 방향을 표시하는 방법에 따라 여러가지 형태로 정의될 수 있다. 그리고 q1, q2, ⋯, qn은 n개의 작동기(즉 모터)의 회전각 또는 선형변위를 나타낸다. 로봇의 기하학적 형상에 따라 함수 f(q) = [f1(q), f2(q), ⋯, f6(q)]T는 일반적으로 매우 비선형적으로 표현된다. Denavit과 Hartenberg[1]는 두 좌표계 사이의 좌표변환을 4×4 동차변환(homogeneous transformation) 행렬로 표현하였고, Paul 등[2]은 이를 직렬 연결 머니퓰레이터에 적용하여 체계적으로 비선형함수 f를 구하는 방법을 제시하였다[3-6].
로봇의 역기구학은 함수형태로 
	q=f-1x	(2) 
				


로 표시될 수 있고, 역기구학 문제를 푼다는 것은 역함수 f-1를 구하는 것이다. 일반적으로 비선형함수의 역함수 f-1를 구하는 것은 복잡하지만, 여러 가지 방법, 즉, 대수적인 방법[7,8], 기하학적인 방법[9], 역변환에 의한 방법[2], 스크루(screw)이론에 의한 방법[10,11], 사원수(quaternion)를 이용하는 방법[12,13], 수치해석적인 방법[14-17] 등에 의해 구할 수 있다. 수직다관절 형상의 로봇에 대해 여러 연구자들에 의해 구체적인 역기구학해가 구해졌다[18-25].
로봇 미분기구학(differential kinematics)은 로봇 기구학과 달리, 로봇의 관절속도q⋅과 말단장치속도 x⋅
의 관계를 구하는 것이다. 로봇 미분기구학은 주어진 관절속도q⋅으로부터 말단장치속도 x⋅을 구하는 순미분기구학(forward differential kinematics)과 주어진 말단장치속도 x⋅으로부터 관절속도q⋅을 구하는 역미분기구학(inverse differential kinematics)으로 나누어 생각할 수 있다. 다행히 관절속도와 말단장치속도 사이의 관계는 비선형이 아닌 선형변환(linear transformation), 즉 행렬(matrix)로 표현이 가능하다[p. 106, 26].

로봇의 순미분기구학은 함수형태로 
	x⋅=Jqq⋅	(3) 
				


으로 표현되고, 여기서 J(q)는 자코비언(Jacobian)으로서 로봇의 형상 q에 따라 달라지는 6×n 행렬이다. 말단장치의 속도벡터 x⋅=[vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz]T은 기준좌표계에 대한 말단장치의 선속도 vx=x., vy=y., vz=z.와 각속도 ωx, ωy, ωz로 구성되어 있다. 각속도 ωx, ωy, ωz는 각속도의 표시방법에 따라 다르게 정의될 수 있다. 관절속도는 q⋅=q⋅1,q⋅2,...,q⋅nT
으로 표기된다.
머니퓰레이터 자코비언 J 는 수학적으로 함수 f를 q에 대해 편미분한

	Jq=∂f∂q	(4) 
				


를 의미하며, 구하는 방법으로는 단위 관절속도에 대한 말단장치의 선속도와 각속도로부터 운동좌표계 개념을 이용하여 구하는 방법[27], 4×4 동차행렬의 증분으로부터 구하는 방법[28], Newton-Euler 운동방정식으로부터 수치적으로 구하는 방법[29], 미분기하학(differential geometry)과 행렬지수함수로부터 구하는 방법[30] 등이 있다. 또한 해석적 자코비안(analytical Jacobian)이 제안되어 있고[31], 특이점(singularity)에서 감쇠 최소제곱(damped least-squares) 역행렬을 이용하거나[32,33], 유사역행렬(pseudoinverse)을 이용하는 방법이 제안되어 있다[34].

로봇의 운동제어[35,36]에서, 속도분해제어(resolved motion rate control)[26,37]와 같은 연속경로 운동제어(continuous-path motion control)는 로봇 머니퓰레이터의 역미분기구학(inverse differential kinematics)의 해를 실시간으로 요구한다. 하지만 자코비언 J와 관련한 역미분기구학의 해 공간(solution space)에 대해서 명확히 기술된바 없다. 자코비언 J의 차원(dimension)과 랭크(rank)에 따라, 또 특이점에 따라, 역미분기구학의 해 공간이 달라진다.

본 논문에서는 말단장치속도가 머니퓰레이터 자코비언 J의 열공간(column space)에 속하는지, 속하지 않는지에 대해 크게 두가지로 나누고, 각각을 다시 네가지와 두가지로 분류하여, 역미분기구학의 해 공간(solution space)을 해석한다. 말단장치속도가 J의 열공간에 속하면 유일해(unique solution) 또는 많은 해 중 최소(minimum) 노옴(norm) 해를 구한다. 말단장치속도가 J의 열공간에 속하지 않으면, 오차의 최소제곱(least squares)에 의한 근사해(approximate solution)를 구한다. 특히 본 논문에서 부분공간(subspace)들 사이의 직교성(orthogonality)과 사상(mapping)을 명확히 보여주는 개선된 사상선도(mapping diagram)를 처음으로 소개한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2절에서 해 공간을 기술하는데 필요한 수학적 예비지식을 정리하고, 3절에서 말단장치속도가 자코비언 J의 열공간에 속하는 경우에 대해, 4절에서 말단장치속도가 자코비언 J의 열공간에 속하지 않는 경우에 대해, 해 공간을 해석하고 역미분기구학의 해를 구한다. 5절에서 MATLAB을 이용하여 역미분기구학의 해를 검증할 수 있는 풀이 프로그램과 그래픽사용자인터페이스(graphics user interface, GUI)를 개발하고, 이를 이용하여 해를 검증하며, 6절에서 결론을 기술한다.



    

  
    
      2. 수학적 예비지식
      벡터공간(vector space) V는 유클리드공간 Rn과 같이 두 벡터의 덧셈과, 벡터와 스칼라의 곱셈이 정의되는 공간이다. 벡터공간의 부분공간(subspace) S는 벡터공간의 부분집합(subset)으로서, 벡터공간과 같이 두 벡터의 덧셈과 벡터와 스칼라의 곱셈이 정의되는 공간이다. 벡터공간과 부분공간은 기하학적으로 원점을, 즉 영(0) 벡터를 포함하여야 함을 주목하라.

      부분공간 S⊂Rn에 대해 직교여공간(orthogonal complement) S⊥는 Fig. 1과 같이 S에 속하는 모든 벡터에 수직한 벡터(내적이 0인 벡터)들로 구성된 공간이다. 즉
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          A subspace S and an orthogonal complement S⊥ in R3.

        
        

        

      

      
        
          
            	
              
                
                  
                    
                      S
                      ⊥
                    
                    =
                    
                      
                        
                          
                            
                              y
                              ∈
                              
                                R
                                n
                              
                              
                                
                                  
                                    y
                                    T
                                  
                                  x=0
                                
                              
                              ,
                            
                          
                          
                            
                              ∀
                              x
                              ∈
                              S
                            
                          
                        
                      
                    
                  
                
              
            
            	
              (5) 
				
            
          

        

      

      그리고 부분공간 S⊂Rn에 대해, 차원(dimension)에 대한 다음 식이 성립한다[39].
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      차원 dim은 그 공간에서 서로 일차독립인 열벡터 또는 행벡터의 최대 개수이다.

      임의의 벡터 x에 대한 y (= Ax) 의 집합을 치역(range) 또는 열공간(column space)이라고 하고, R(A)로 표시한다. 그리고 Ax = 0 인 x의 집합을 영공간(nullspace) N(A)라고 한다.

      m×n행렬 A의 랭크(rank)는 일차독립인 열벡터(column vector)의 개수 또는 행벡터(row vector)의 개수이다. 행렬 A의 일차독립인 열벡터의 개수와 행벡터의 개수는 항상 같음에 주목하라. 랭크가 m 또는 n과 같을 때, 즉 rank(A)=min(m,n)일 때 완전랭크(full rank)라고 한다. 기하학적으로 두 벡터의 방향이 다르면 두 벡터는 일차독립(linearly independent) 이라고 하고, 방향이 같으면 일차종속(linearly dependent)이라고 한다.

      임의의 m×n 행렬 A에 대해 다음 식이 성립한다.
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      그리고 m×n행렬 A에 대한 4개의 부분공간 R(A), N(A), R(A)T, N(A)T에 대해 다음 식이 성립한다[39].
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      여기서 ⊥기호는 두 집합의 벡터들이 서로 수직함을 의미한다.

      예제 1. 랭크가 1인 다음 행렬 A의 4개의 부분공간은 모두 직선으로서 Fig. 2와 같은 관계를 가진다. Fig. 2에서 y = Ax 인 함수관계를 볼 수 있다.

      
        
          A
          =
          
            
              
                
                  1
                
                
                  4
                
              
              
                
                  2
                
                
                  8
                
              
            
          
        
      
      
        
        

        Fig. 2 
				
        

        
          Four subspaces (lines) for the matrix A in Example 1.

        
        

        

      

      n×n 정사각행렬(square matrix) A의 전치행렬(transpose)이 역행렬과 같을 때, 즉 AT = A-1일 때, A를 직교행렬(orthogonal matrix)이라고 한다. 직교행렬 A의 모든 열벡터(또는 행벡터)는 서로 직교한다.

      모든 m×n행렬 A는 다음과 같은 특이값분해(singular value decomposition)를 할 수 있다[39,40].
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      여기서 U와 V는 각각 m×m, n×n 직교행렬이고, Σ는 m×n행렬로서 대각원소 σi를 제외한 모든 원소가 0인 행렬이다.
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      σi는 ATA의 고유값(eigenvalue)의
양의 제곱근으로 주어지는 특이값(singular value)이다. rank(A)=r이면, r개의 양수 특이값이 존재하고, n-r개의 0이 존재한다.

      직교행렬 V는 ATA의 고유벡터(eigenvector)로부터, 즉 ATAvi = σi2vi 로부터, r개의 서로 직교하는 벡터 v1, v2, ⋯, vr 을 구하고, N(A)에서 이들과 직교하는 다른 n-r개의 벡터를 구하여 생성한다. 그러면

      
      
그리고 직교행렬 U는
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      로부터 r 개의 서로 직교하는 벡터 u1, u2, ⋯, ur 을 구하고, 나머지 m-r개의 직교하는 벡터는 N(AT)에서 구하여 생성한다.

      식 (13)으로부터 Avi = σiui 이고, 이를 행렬형태로 쓰면 AV=UΣ이므로 식 (10)을 얻을 수 있다.

      가장 일반적인 형태의 역행렬은 Moore-Penrose 유사역행렬(Moore-Penrose pseudoinverse)이다. 임의의 m×n행렬 A에 대해 다음 네가지 조건을 만족하는 A+를 Moore-Penrose 유사역행렬로 정의한다[41].
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      Moore-Penrose 유사역행렬A+를 구하는 한가지 방법은 특이값분해를 이용하는 것이다. 특이값분해된 A에 대해 Moore-Penrose 유사역행렬 A+는 다음과 같이 주어진다.
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      식 (14)의 A+는 식 (13)의 네 조건을 만족하는 것을 쉽게 확인할 수 있다.

      임의의 행렬 A에 대해, A+의 치역과 AT의 치역은 같고, A+의 영공간과 AT의 영공간은 같다.

      m×n행렬 A가 완전랭크이면, A+는 우 유사역행렬(right pseudoinverse) A+r, 또는 좌 유사역행렬(left pseudoinverse) A+l가 된다.
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      우 유사역행렬은 m<n일 때 정의되고, 좌 유사역행렬은 m>n일 때 정의된다. 좌우 이름은 AA+r = I, Al+A = I 로부터 온다. A+rA ≠ I, AAl+ ≠ I 임에 주목하라. n×n 정사각행렬 A가 완전랭크이면 A+는 역행렬(inverse) A-1가 된다.

      노옴(norm)은 크기(magnitude)를 일반화한 개념으로서, 
 기호를 사용한다. 절대값은 노옴의 일종이다. 노옴 중에서 1노옴, 2노옴,
∞노옴을 많이 사용하지만, 그 중에서도 2노옴(2-norm)을 연산의 편리성 때문에 가장 많이 사용한다.

      행렬 A의 2노옴은 행렬 A의 최대 특이값으로 계산된다. 즉, A2 = σmax(A) 이다[39].

    

    

  
    
      3. 말단장치속도가 R(J)에 속할 경우
      로봇 머니퓰레이터의 관절변수와 말단장치의 위치/방향의 관계는 일반적으로 매우 비선형적임에 비해, 관절속도와 말단장치속도는 선형적인 관계를 가지고, 자코비안 J의 사상(mapping)으로 표현된다.

      n개의 작동기(예를 들어 n개의 모터)로 구동되는 Fig. 3과 같은 직렬 머니퓰레이터에서 말단장치속도와 관절속도는 식 (3)과 같은 관계를 가진다. 이 로봇 머니퓰레이터에서 기준좌표계에 대한 말단장치속도 x⋅=[vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz]T이 주어졌을 때, 관절속도 q⋅ 을 구하기 위해서, 먼저 자코비언 J(q)를 구한다. 여기서 n은 관절 작동기의 수(예를 들어, 관절모터의 수)를 의미한다.

      
        
        

        Fig. 3 
				
        

        
          Joint velocity q⋅ and end-effector velocity x⋅

        
        

        

      

      주어진 x⋅이 자코비언 J의 치역에 속하면, 역미분기구학의 해 q⋅이 존재한다. 잘 알려져 있듯이 rank(J)=rankx⋅이면, 주어진 x⋅이 자코비언 J의 치역에 속한다.

      주어진 x⋅이 자코비언 J의 치역에 속할 경우를 본 논문에서 다시 네 가지로 나누어 고려한다. 네 가지는 J가 완전랭크를 가지면서 작동기 수 n이 n=6, n>6, n<6인 세 경우와 J의 랭크가 부족한 특이점 경우이다.

      
        3.1. n=6이고 rank(J)=6인 경우
        이 경우는 예를 들어 6개의 관절모터로 구동되는 로봇 머니퓰레이터에서 특이점을 만나지 않는 경우이다. 이 경우에 J는 6×6행렬로서 역행렬이 존재한다. 따라서 유일해(unique solution)가 존재하고 다음과 같이 표현된다.
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        이 경우에 말단장치를 임의의 방향과 임의의 속도로 구동이 가능하다. 물론 작동기의 최대속도 이내에서 구동이 가능하다. 이 경우에 N(J)는 한 점, 즉 원점이다. 그리고 식 (8)로부터 q⋅∈R(JT)이고, 이 경우 R(JT) = R6 이다.

        이 3.1절의 경우를 사상선도로 표시하면 Fig. 4와 같다.

        
          
          

          Fig. 4 
				
          

          
            Mapping diagram for the case with n=6 and rank(J)=6

          
          

          

        

      

      
        3.2. n>6이고 rank(J)=6인 경우(여유자유도)
        이 경우는 예를 들어 7개의 모터를 사용하는 여유자유도(redundant DOF) 로봇에서 특이점을 만나지 않는 경 우에 해당한다. 이 경우에
J는 6×n(n>6)행렬로서 완전랭크를 가진다. 그러면 JJT는 6×6행렬로서 역행렬 (JJT)-1이 존재한다. 따라서 이 경우에 식 (3)의 양변 앞쪽에 JT를 곱하여 역미분기구학 해를 구하면 다음과 같이 주어진다.
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        여기서 J+r = JT(JJT)-1 로서 우 유사역행렬이다. 식 (17)에서 b는 임의의 벡터이기 때문에, 이 여유자유도 로봇의 경우에 역미분기구학의 해는 무한개 존재한다. 무한개의 해 중에서 관절속도가 최소가 되는 최소노옴해(minimum norm solution)는
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        이다. J가 완전랭크임을 상기하면서 식 (17) 양변의 앞쪽에 J를 곱하면, (17)의 q⋅이 해가 됨을 쉽게 확인할 수 있다. 그리고 (I - J+rJ)b는 J의 영공간 N(J)에 속함을 주목하라.

        이 3.2절의 경우를 사상선도로 표시하면 Fig. 5와 같다. Fig. 5의 정의역(domain)에서 +자형은 R(JT)와 N(J)가 직교여공간의 관계에 있음을 나타낸다. 그리고 q⋅벡터는 R(JT)의 성분 q.R과 N(J)의 성분 q.N으로 분해될 수 있고, q.이 x.으로 사상됨을 보여주고 있다. q.R도 x.으로 사상된다. x.은 q.R으로 사상된다.

        
          
          

          Fig. 5 
				
          

          
            5 Mapping diagram for the redundant case with n>6 and rank(J)=6

          
          

          

        

        예제 2. 이해를 돕기 위하여 3개의 모터로 평면운동을 생성하는 여유자유도 로봇을 고려해 본다. 이 경우에 완전랭크를 가진 자코비언과 말단장치속도가 다음과 같이 주어져 있다고 하자.
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        그러면 우 유사역행렬 J+r는
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        이고, 따라서 최소노옴해와 다른 한 해는 다음과 같이 주어질 수 있다.
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        다시 말해, [7 −3 0]T는 Fig. 5의 q.R
에 해당하고, [0 0 2]T는 Fig. 5의 q.N에 해당한다. 참고로, 이 행렬 J에 대해 dimR(J) + dimN(J) = 2 + 1 = 3 이므로 식 (7)이 성립한다.

      

      
        3.3. n<6이고 J가 완전랭크인 경우
        이 경우는 말단장치의 운동자유도보다 관절모터의 수가 작으면서 특이형상에 놓여있지 않은 경우이다. 예를 들어 관절모터 4개로 구동되는 Fig. 3과 같은 경우로서, J는 6×4행렬이고 랭크가 4인 경우이다. 이 경우 에 말단장치속도를 생성할 수 없는 방향이 존재한다.

        식 (3)의 양변 앞쪽에 JT를 곱하면, 이 경우에 JTJ는 역행렬을 가지므로 역미분기구학의 해는 유일해로서 다음과 같이 주어진다.
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        여기서 J+l =  (JTJ)-1JT 는 좌 유사역행렬이다.

        이 3.3절의 경우를 사상선도로 표시하면 Fig. 6과 같다. Fig. 6 에서, 속도 x.은 q.
으로 사상됨을 보여주고 있다.

        
          
          

          Fig. 6 
				
          

          
            Mapping diagram for the case with n<6 and rank(J)=n (full rank)

          
          

          

        

        예제 3. 두개의 모터로 삼차원 공간에서 구동하는 로봇을 고려해 본다. 이 경우에 3×2자코비언과 말단장치속도가 다음과 같이 주어져 있다고 하자.
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        이고, 따라서 유일해는 다음과 같이 주어진다.
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        3.4. J의 랭크가 부족한 경우(특이형상)
        이 경우는 로봇 머니퓰레이터가 특이형상(singular configuration)에 놓인 경우이다. 이 경우는 6×n행렬 J의 랭크가 부족하여, 랭크가 min(6, n) 보다 작은 경우이다. 즉,

        
          
            
              	
                
                  
                    
                      
                        
                          
                            
                              rank
                              
                                J
                              
                              =
                              r
                              ,
                            
                          
                          
                            
                              r
                              <
                              min
                              
                                
                                  6
                                  ,
                                  n
                                
                              
                            
                          
                        
                      
                    
                  
                
              
              	
                (20) 
				
              
            

          

        

        이 경우에 n은 n=6, n>6, 또는 n<6일 수 있다. 모든 m×n행렬은 특이값분해가 가능하므로, 6×n행렬 J를 다음과 같이 특이값분해 할 수 있다.
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        여기서 U와 V는 각각 6×6, n×n 직교행렬이고, Σ는 6×n행렬로서 식 (11)과 같이 대각원소 σi를 제외한 모든 원소가 0인 행렬이다. σi는 J행렬의 특이값으로서, σi=eigJTJ,i=1,...r 로 계산된다. U와 V는 식 (12)로부터 구할 수 있다.

        그러면 이 경우의 역미분기구학 해는 다음과 같이 주어진다.
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        여기서 J+는 Moore-Penrose 유사역행렬로서 다음과 같이 주어진다.

        
          
            
              	
                
                  
                    
                      
                        J
                        +
                      
                      =
                      V
                      
                        ∑
                        +
                      
                      
                        U
                        T
                      
                    
                  
                
              
              	
                (23) 
				
              
            

          

        

        여기서 Σ+는 식 (14)의 두번째 식과 같다.

        식 (22)에서 b는 임의의 벡터이기 때문에, 이 경우에 역미분기구학 해는 무한개 존재한다. 무한개의 해 중에서 관절속도가 최소가 되는 최소노옴해는 q⋅=J+x⋅이다.

        식 (22)를 식 (3)에 대입했을 때, 식 (22)로부터

        J(I-J+J)b=0 이 되고, 또 x⋅∈R(J)이면
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        이므로 식 (22)의 q⋅이 해가 되는 것을 확인할 수 있다.
식 (24)는 다음과 같이 증명될 수 있다. x⋅∈R(J)이면 x⋅=Jq⋅
인 q⋅이 존재하고, 또 Moore-Penrose 유사역행렬의 성질로부터 JJ+J = J 이므로 다음 식이 성립한다.
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        식 (22)의 해에서 (I-J+J)b ∈ N(J)임을 주목하라.

        이 3.4절의 경우를 사상선도로 표시하면 Fig. 7과 같다. Fig. 7에서 q⋅과 q⋅R
은 모두 x⋅으로 사상되고, x⋅은 q⋅R으로 사상됨을 보여주고 있다.

        
          
          

          Fig. 7 
				
          

          
            Mapping diagram for a rank-deficient case (singularity) with rank(J) = r < min(6,n)

          
          

          

        

        예제 4. 두개의 모터로 삼차원 공간에서 구동하는 예제3의 로봇을 고려해 본다. 이 경우에 3×2자코비언과 말단장치속도가 다음과 같이 주어져 있다고 하자.
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        이 자코비언 J의 특이값분해는 다음과 같다.
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        그러면 Moore-Penrose 유사역행렬 J+는 다음과 같이 계산된다.
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        따라서 최소노옴해와 다른 한 해는 다음과 같이 주어질 수 있다.
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        벡터 [0.8 1.6]T는 Fig. 7의 q⋅R에 해당하고, [0.4 −0.2]T는 Fig. 7의 q⋅N
에 해당한다. 그리고 최소노옴해는 항상 J의 행공간에 속함을 주목하라.

      

    

    

  
    
      4. 말단장치속도가 R(J)에 안속할 경우
      주어진 말단장치속도 x⋅이 자코비언 J의 치역R(J)에 속하지 않으면, 역미분기구학의 해 q⋅이 존재하지 않는다. 이 경우에 순미분기구학 문제를 다음과 같이 표기할 수 있다.
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      여기서 ≈기호는 양변의 값이 같지 않고 유사하다는 것을 의미한다.

      주어진 x⋅에 대해 식 (25)를 만족하는 근사해(approximate solution) q⋅이 필요하다면, 오차 x⋅−Jq⋅을 2노옴 견지에서 최소화하는 다음과 같은 최소제곱문제(least squares problem)로 생각하여 근사해를 구할 수 있다.
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      Fig. 8에서 보듯이, x⋅이 J의 치역인 R(J) 밖에 있을 때, 최소제곱문제 (26)은 오차벡터 x⋅-Jq⋅을 최소화하는 직교사영(orthogonal projection) p를 구하는 것이다. 왜냐하면 벡터의 2노옴은 거리를 나타내고, x⋅에서 거리가 최소인 점은 직교사영 p이기 때문이다. 따라서, x⋅≠Jq⋅이기 때문에 x⋅=Jq⋅ 대신에
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      을 만족하는 q⋅을 구하면, 이 q⋅이 식 (25)의 근사해가 된다.

      오차벡터 x⋅≠Jq⋅은 R(J)와 직교하기 때문에, 벡터 x⋅-Jq⋅은 J의 모든 열과 직교한다. 따라서 다음 식이 성립한다.
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      x⋅-Jq⋅≠0이지만 JTx⋅-Jq⋅=0임에 주목하라. 식 (28)을 다시 쓰면 다음과 같다.
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      식 (29)를 식 (25)의 정규방정식(normal equation)이라고 한다. 식 (29)를 만족하는 q⋅이 식 (25)의 근사해 q⋅이 된다.

      주어진 x⋅이 J의 치역에 속하지 않는 경우를 본 논문에서 두 가지로 나누어 고려한다. 한 경우는 작동기의 수가 부족하면서(n<6) J가 완전랭크를 가지는 경우이고, 다른 한 경우는 특이형상에 놓여 랭크부족인 (rank deficient) 경우이다. J가 완전랭크를 가지면서 n=6 또는 n>6인 경우에 R(J) = R6이므로 x⋅이 J의 치역 밖에 존재할 수가 없음을 유의하라.

      
        4.1 n<6이고 J가 완전랭크인 경우
        이 경우는 관절모터의 수가 운동자유도 수보다 작으면서 특이형상에 놓여있지 않지만, Fig. 8에서와 같이 x⋅이 R(J) 밖에 존재하는 경우이다. 이 경우에, 주어진 x⋅에 대해 식 (25)를 만족하는 근사해 q⋅은 식 (29)를 풀어서 구할 수 있다. 이 경우에 J가 완전랭크이므로 역미분기구학의 근사해 q⋅은 최소제곱에 의한 정규방정식 (29)로부터, 다음과 같이 좌 유사역행열을 이용하여 구해진다.
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        그리고 식 (30)을 p=Jq⋅에 대입하면 P=Px⋅인 직교사영행렬(orthogonal projection matrix) P를 다음과 같이 구할 수 있다.
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            Orthogonal projection p of x⋅onto R(J)
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        Fig. 9는 이 4.1절 경우의 사상선도를 보여주고 있다. 이 사상선도는 Fig. 6의 사상선도와 같으나, 단지 x⋅의 위치가 R(J)내에 있지 않고 밖에 있는 것이 다르다.

        
          
          

          Fig. 9 
				
          

          
            Mapping diagram for the case with n<6, rank(J)=n (full rank) and x⋅R(J)

          
          

          

        

        Fig. 9에서, 속도 x⋅은 정의역 R(J)의 성분벡터 x⋅R과 영공간 N(JT)의 성분벡터 x⋅N으로 분해가 가능하고, x⋅과 x⋅R은 모두 q⋅으로 사상됨을 보여주고 있다.

        예제 5. 두개의 모터로 삼차원 공간에서 구동하는 예제3의 로봇을 고려해 본다. 3×2자코비언은 예제 3과 같으나 말단장치속도가 다음과 같이 R(J) 밖에 주어져 있다고 하자.
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        그러면 Jq⋅과 x⋅은 같을 수가 없다. 이 경우에 오차의최소제곱에 의한 근사해 q⋅을 다음과 같이 구할 수 있다.
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        따라서 근사해 q⋅은 식 (30)으로부터 다음과 같이 얻어진다.
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        이 근사해의 오차는 x.−Jq.2=6이다. 그리고 직교사영행렬 P와 직교사영 p는 식 (31)로부터 다음과 같이 주어진다.
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        주어진 말단장치속도 x⋅을 x⋅R과 x⋅N으로 분해하면 다음과 같다.
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        4.2. J의 랭크가 부족한 경우(특이점)
        이 경우는 로봇 머니퓰레이터가 특이형상에 놓여 있으면서 x⋅이 R(J) 밖에 존재하는 경우이다. 이 경우는 rank(J)=r이고 r<min(6,n) 이다. n은 n=6, n>6, 또는 n<6일 수 있다.

        이 경우에, 주어진 x⋅에 대해 Jq⋅과 같아지는 q⋅은 존재하지 않지만, 오차의 최소제곱에 의한 근사해 q⋅을 식 (29)의 정규방정식 JTJq⋅=JTx⋅으로부터 구할 수 있다. 역행렬 (JTJ)-1이 존재하지 않기 때문에 4.1절의 좌 유사역행렬을 포함한 해를 사용할 수 없다.

        이 경우에 6×n행렬 J는 특이값분해에 의해 J = UΣVT로 표현될 수 있고, 식 (25)의 근사해는 다음과 같이 주어진다.
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        식 (32)는 3.4절의 해와 같으나, 식 (32)에서 x⋅∉R(J) 이므로 q⋅은 오차의 최소제곱에 의한 근사해이다. 식 (32)가 식 (29)의 해가 되는 것은, 식 (32)를 식 (29)에 대입해 보면 알 수 있다. 이 경우에 x⋅∉R(J) 이므로 3.4절의 식 (24)와 달리 JJ+x⋅≠x⋅임을 유의하라.

        식 (32)에서 b는 임의의 벡터이기 때문에, 역미분기구학의 근사해는 무한개 존재한다. 무한개의 해 중에서 관절속도가 최소가 되는 최소노옴 근사해는 q⋅=J+x⋅ 이다.

        그리고 식 (32)를 p=Jq⋅에 대입하면 p=Px⋅인 직교사영행렬(orthogonal projection matrix) P를 다음과 같이 구할 수 있다.
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        이 4.2절의 경우를 사상선도로 표시하면 Fig. 10과 같다. Fig. 7의 사상선도와 다른 점은 x⋅이 R(J)의 바깥에 있다는 것이다. x⋅이 R(J)의 바깥에 있기 때문에, Fig. 10에서 q⋅은 x⋅의 R(J)상의 사영 x⋅R=p 에 사상된다. 최소노옴해는 q⋅R이고 이는 J의 행공간 R(JT)에 속한다. 그리고 최적의 근사해는 q⋅=q⋅R=J+x⋅=J+x⋅R 을 만족한다.

        
          
          

          Fig. 10 
				
          

          
            Mapping diagram for a rank-deficient case (singularity) with rank(J) = r < min(6,n) and x.∉RJ

          
          

          

        

        예제 6. 두개의 모터로 삼차원 공간에서 구동하는 예제4의 로봇을 고려해 본다. 3×2자코비언은 예제 4와 같으나 말단장치속도가 다음과 같이 R(J) 밖에 주어져 있다고 하자.
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        그러면 Jq⋅과 x⋅은 같을 수가 없다. 이 경우에 오차의최소제곱에 의한 근사해 q⋅을 다음과 같이 구할 수 있다.
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        주어진 J의 Moore-Penrose 유사역행렬은
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        로 계산되고, 따라서 근사해 q⋅은 식 (32)로부터 다음과 같이 얻어진다.
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        최소노옴해는 q.R=0.91.8T이다. 근사해 q⋅의 오차는 q.N의 여부에 관계없이 x.-Jq.2= 6.04 이다.

        그리고 직교사영행렬 P와 직교사영 p는 식 (33)으로부터 다음과 같이 주어진다.
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      5. 검 증
      이론적으로 개발된 역미분기구학의 해를 검증하기 위하여, Fig. 11과 같은 Yaskawa Motoman-UP350 모델에 대해 MATLAB으로 순미분기구학 및 역미분기구학을 푸는 프로그램과 GUI (graphics user interface)를 개발하였다. Yaskawa Motoman-UP350은 평행사변형 링키지를 가진 수직다관절로봇(vertically articulated robot)으로서, 이 로봇의 말단장치는 6자유도 운동을 한다. 몸통회전운동인 Fig. 11의 S 운동은 -150° < θ1 < 150° , 아래팔(lower arm)의 L 운동은 -55° < θ2 < 61°, 위팔(upper arm)의 U 운동은 -30° < θ3 < 113° , 손목(wrist)의 롤(roll)운동인 R 운동은 -360° < θ4 < 360° , 손목의 피치/요(pitch/yaw)운동인 B운동은 -125° < θ5 < 125° , 손목의 비틂(twist)운동인 T 운동은 -360° < θ6 < 360° 의 범위를 가진다. 각 관절의 최대회전속도는 ω1 에 대해 95°/s, ω2 에 대해 95°/s, ω3 에 대해 95°/s, ω4 에 대해 100°/s, ω5 에 대해 100°/s, ω6 에 대해 160°/s 를 가진다. 이 로봇의 가반하중(payload)은 350 kg, 반복정밀도(repeatability)는 ±0.5 mm이다. 이 로봇은 다섯번째 관절각도 θ5 가 0일 때 특이점을 가진다.

      
        
        

        Fig. 11 
				
        

        
          Workspace and link dimensions of Yaskawa Motorman-UP350 (Courtesy of Yaskawa Electric).

        
        

        

      

      개발된 순미분기구학 및 역미분기구학 풀이 GUI 화면 모습은 Fig. 12와 같다. GUI 화면 중앙에 로봇의 홈형상(home configuration)과 현재형상을 막대로 표시하고, 왼편에는 관절속도를, 오른편에는 말단장치속도를 표시하도록 하였다. GUI 화면 하단에는 각 관절각도를 넣어 로봇형상을 지정하도록 하였다.

      
        
        

        Fig. 12 
				
        

        
          GUI screen of the developed differential kinematics solver for a 6 DOF articulated robot.

        
        

        

      

      GUI 화면 하단에 관절각도를 입력하고 왼편에 관절속도를 입력한 다음 아래쪽에 있는 ‘Calculate End-Effector Velocity’ 메뉴를 누르면, 순미분기구학이 계산되어 오른편 박스에 말단장치의 선속도와 각속도가 나타난다. 또한 아래쪽에 관절각도가 입력된 상태에서, 오른편에 말단장치의 선속도와 각속도를 입력한 다음 아래쪽의 ‘Calculate Motor Velocities’ 메뉴를 누르면, 역미분기구학이 계산되어 왼편 박스에 관절속도가 나타나게 된다.

      Table 1은 주어진 관절각도에서 초기 관절속도가 ω1 = 10°/s, ω2 = 20°/s, ω3 = 30°/s, ω4 = 40°/s, ω5 = 50°/s, ω6 = 60°/s 일 때 순미분기구학을 풀어서 말단장치의 선속도와 각속도를 구하고, 다시 이 선속도와 각속도를 입력으로 하여 관절속도를 구한 결과를 정리한 표이다. 표에서 보듯이 역미분기구학을 계산한 결과는 초기 관절속도와 수치적 반올림오차(round-off error) 내에서 일치함을 볼 수 있다. 이는 순미분기구학 및 역미분기구학의 풀이가 옳다는 것을 말해준다.

      
        [Table 1] 
				
        

        
          Computation results of forward differential kinematics and inverse differential kinematics for Yaskawa Motoman-UP350 when joint variables are  θ1 - 30°, θ2 - 20°, θ1 - 30°, θ4 - 0°, θ5 - -60°, and θ6 - 10°.

        
        

      

      
        
          
            	Original joint velocities (deg/s)
            	Forward differential kinematics results (m/s, deg/s)
            	Inverse differential kinematics results (deg/s)
          

        
        
          	
            
          
        

      

      

    

    

  
    
      6. 결 론
      본 논문에서는 직렬 로봇 머니퓰레이터의 역미분기구학에 대한 해 공간을 해석하였다. 먼저 로봇의 말단장치속도 x⋅이 머니퓰레이터 자코비언 J의 열공간에 속하는지, 속하지 않는지에 대해 크게 두 가지로 분류하고, 각각을 다시 J의 랭크와 작동기 수에 따라 네 가지와 두 가지로 분류하였다. 각 경우에 대해 관절속도 q⋅을 구하는 역미분기구학의 치역과 영공간을 해석하고, 구체적인 해의 형태를 구하였다.

      말단장치속도가 J의 열공간에 속하면 유일해 또는 많은 해 중 최소 노옴 해를 구하고, 말단장치속도가 J의 열공간에 속하지 않으면, 오차의 최소제곱에 의한 근사해를 구하였다. J가 완전랭크를 가지면, 관절작동기의 수에 따라 역행렬(n = 6인 경우), 우 유사역행렬(n > 6인 여유자유도 경우) 및 좌 유사역행렬(n < 6인 경우)을 이용하여 역미분기구학의 해를 구하였다. 특이형상에서 J의 랭크가 부족해지면, Moore-Penrose 유사역행렬을 이용하여 해 또는 근사해를 구할 수 있음을 보였다.

      특히 행렬 J의 네가지 부분공간들 사이의 직교성과 사상을 명확히 보여주는 개선된 사상선도를 본 논문에서 처음으로 소개하였다.

      마지막으로, MATLAB을 이용하여 역미분기구학의 해를 검증할 수 있는 풀이 프로그램과 그래픽사용자인터페이스를 개발하였다.
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