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1. 서  론 
 
충돌(impact) 현상은 우리 실생활에 널리 퍼져있다. 충돌

은 물체의 다가오는 속도, 충돌재질, 물체의 모양, 반발계

수 등에 의해 영향을 받는다. 또한, 이 모든 경우에서 충돌

은 충돌체의 움직임을 바꾸게 한다. 어떤 경우에는 적거나 

적당한 충돌이 필요한 경우가 있는가 하면, 어떤 경우에는 

더 큰 충돌이 필요한 경우가 있다.  

충돌현상과 관련해서 많은 연구들이 진행되어왔다. 로봇

과 환경간의 충돌의 분석을 질량-스프링-댐퍼 (mass-spring-

damper) 모델로 분석한 것이 그 중 하나이다[1-3]. Walker 는 

처음으로 직렬형 (serial type) 로봇 기구 (manipulator) 가 정

적인 환경에 충돌 했을 때의 충격 모델을 제시하였고, 기

구학적으로 여유자유도를 가진 매니퓰레이터에 대해서 충

격의 영향을 최소화하는 방식을 제시하였다[4]. Liao와 Leu 

또한 산업용 로봇에 대해서 라그랑지안 (Lagrangian) 기반

의 충격 모델을 제시하였다[5]. 또한, 충돌과 공기역학을 고

려한 공의 비행궤적은 최 등에 의해서 분석되었다[6]. 

반발계수(COR: coefficient of restitution) 는 충돌 전후의 상

대속도의 비율로서, 충격 모델에 쓰이는 변수 중의 하나로 

알려져 있다. 고전 역학이나 로보틱스 분야에서 반발계수

는 상수로 취급되어왔다. 하지만, 최근에 물리학 분야에서

는 반발계수가 상수가 아닌 변수라는 사실들이 여러 연구 

및 실험을 통해서 증명되었다. Walton 과 Braun, Kuwabara 

와 Kono는 처음으로 물체의 충돌 속도에 따라 반발계수가 
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변한다고 언급하였다[7,8]. The American Society for Testing and 

Materials (ASTM)는 야구공의 반발계수를 측정하기 위한 

체계적인 방식을 제시하였다[9]. 반면에 Kagan 와 Atkinson 

는 환경의 습도에 따라서도 야구공의 반발계수가 변할 수 

있다고 보고하였다[10]. Bernstein 은 튕겨진 공의 소리를 이

용한 간접적인 측정 방법을 이용하여 충돌 현상을 분석하였

고[11], Gerl 와 Zippelius는 두 개의 디스크가 충돌 시 반발계

수가 속도에 영향을 받는다는 실험결과를 보고하였다[12]. 최 

등은 매니퓰래이터 끝 단의 충돌하는 부분의 재질과 충돌면

적이 반발계수에 미치는 영향을 분석하였다[13].  

이 논문에서는 움직이는 카트와 구르는 공과 같은 역학 

시스템과 3자유도 직렬형 메니풀레이터 간의 충돌에 대한 

반발계수 모델을 제시한다. 실험을 통해서, 반발계수는 충

돌 물체간의 상대속도뿐만 아니라 충돌 면적에 따라 달라

진다는 것을 증명한다. 구체적으로, 변수 반발계수 모델의 

효율성을 보여주기 위해 카트와의 충돌실험이 수행되었고, 

실험 결과는 매니퓰레이터가 공에 충격를 가했을 때 공이 

굴러가는 움직임을 분석하는 시뮬레이션에 적용되었다. 

 
2. 반발계수의 모델링과 충돌면적이 반발계수에  

미치는 영향의 분석 
 
2.1 Impulse modelling 

반발계수는 두 물체의 충돌 전후의 상대 속대를 이용하

여 유도될 수 있다. 충돌 전과 충돌 후의 두 물체의 속도

에 관한 식은 다음과 같다[14, 15].  

 

( ) ( ) ,(1 )T T

obj objeΔ − Δ = − −+n nυ υ υ υ            (1) 

 
여기서 e 는 0 1e< <  범위를 갖는 반발계수이고, n는 충

돌 면과 수직인 벡터이다. 그리고 υ , objυ , Δυ , objΔυ 는 

각각 로봇 매니퓰레이터와 물체의 속도, 로봇 매니퓰레이

터와 물체의 속도 변화량이다. 여기서 벽과 같은 고정된 

물체에 대해서는 0obj obj= Δ =υ υ  이다. 

로봇 매니퓰레이터가 물체와 충돌할 때, 일반적인 매니

퓰레이터에 대한 역학 식은 다음과 같이 유도된다[4].  

 
* *[ ] [ ] ,T T

extJφφ φφφT I P Fφ φ φ= + −               (2) 

여기서 extF 와 J 는 각각 충돌 부분에서의 외부 힘과 자

코비안 (jacobian)을 나타낸다. 식 (2)를 충돌 시간에 대해 

적분한 식은 다음과 같이 얻을 수 있다. 
 

* *[ ] [ ] .
t t t t t t t tT T

extt t t t
dt dt dt dtJφφ φφφ

Δ Δ Δ Δ
T I P Fφ φ φ

+ + + +
= + −∫ ∫ ∫ ∫   (3) 

 
식 (3)에서 좌 항인 *[ ]T

φφφPφ φ 과 우 항의 두 번째 항인 

T 은 각각 매니퓰레이터의 속도와 충돌 면에 가해지는 힘

을 나타내는데, 이 값들은 유한한 값들이다. 충돌시간인 

tΔ 는 *[ ]T
φφφPφ φ 과 T 에 비해 상대적으로 거의 0 이기 때

문에 서로 상쇄되므로 식 (3)을 다시 정리하여 매니퓰레이

터가 충돌순간 자세에서의 각속도 변화량에 관한 벡터 식

을 다음과 같이 표현할 수 있다.  

 
* 1[ ] ,φφ

−=Δ T
extI FJφ                      (4) 

 

여기서 ,
t t

ext extt
dt

+ Δ
= ∫F F 는 충돌 부분에서의 충격량을 나

타내고, 식 (4)를 이용하여 충돌부분에서의 선속도의 변화

량은 다음과 같이 표현할 수 있다. 

 
* 1[ ] .φφ

−= =Δ Δ T
extI FJ J Jυ φ              (5) 

 
식 (5)를 식 (1)에 대입하고, 스칼라인 외부 충격량과 반발

계수에 대해 정리를 함으로써 외부 충격량의 크기는 다음

과 같이 구할 수 있다.  

 

{ }1

(1 )

[ ]

T

T

e
F

φφ
∗ext T

n

n nJ I J
υ
−

− +
=                 (6) 

 
여기서 식 (6)을 반발계수에 대해 정리하여 다음과 같이 

얻어진다 

 

{ }1[ ]
1 .

Fφφ ext
T T

T

n J I J n
e

nυ

∗ −⎛ ⎞⎡ ⎤
⎣ ⎦⎜ ⎟= − +

⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (7) 

 
식 (7)을 살펴보면, 반발계수는 매니퓰레이터의 자세, 충돌

속도, 매니퓰레이터를 구성하고 있는 링크들의 물성치에 
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대한 함수임을 알 수 있다.  

한편, 로봇 매니퓰레이터의 단일 충돌 점에서 외부 충격

을 받을 때, 로봇 매니퓰레이터의 관절들은 그에 따라 내

부의 충격을 받고, 각각의 관절들에 대한 충격의 크기와 

방향은 Newton-Euler’s 식을 시간에 대해 적분함으로써 다

음과 같이 유도할 수 있다[16]:  

 
1

1 1[ ]
j

j j j jj
j j j jCm v F R F f+

+ += − + +      (8) 

 

1
1 1

[ ] [ ]

[ ]

j jc cj j j
j j j

j j j jj
j jjj j

I I

R r F

ω ω ω

τ τ+
+ +

+ × =

− + − ×
       (9) 

 
위 식을 시간에 대해서 적분함으로써 속도의 증분과 충격

량에 대한 관계식을 설정할 수 있고, 이를 행렬식으로 정

리하면 단일 충돌 점에 대해서 외부 충격량과 내부 충격

량 사이의 관계식을 다음과 같이 유도된다[16].  

 

[ ] ,int
int ext extF K F=                   (10) 

 

여기서 intF 는 관절들에 가해지는 내부 충격량이고, 

( )1[ ] [ ] [ ] [ ]int
ext s s sK A D B−= − 는 외부 충격량이 가해졌을 

때 각 관절들이 받는 내부 충격량을 표현해주는 행렬이다
[16]. 
 

2.2 카트와 공이 받는 충돌 문제 

카트나 공에 대한 충돌 문제는 벽과의 충돌문제와 동일

한 문제이나, 카트나 공은 충돌 후에 움직인다는 점에서 

결정적 차이가 존재한다( )0, 0obj obj= Δ ≠υ υ . 움직일 수 있

는 물체의 충돌 현상을 관찰하기 위해, 직선으로 움직이는 

카트와 회전이 없고 구르고 미끄러지는 공과 같은 1자유

도 선형 시스템 모델이 도입되었다. 카트와 공 사이의 충

돌 모델에 관한 개념은 그림 1과 2에 나타나 있다. 

그림 1과 2에서 “P” 점은 로봇 매니퓰레이터와 카트나 

공 과의 충돌지점이다. 또한 충돌 면적에 따른 충돌 현상

을 관찰하기 위해서 각기 다른 반지름과 곡률을 가지는 

몇 가지 종류의 로봇 매니퓰레이터의 끝점이 이용된다. 

충돌 후의 카트의 속도는 운동량에 대한 공식에 따라  

 

 
Fig. 1. Conceptual figure for the cart impact 

 

 
Fig. 2. Conceptual figure for the ball impact 

 
다음과 같이 구할 수 있다. 

 

' 1 ( ),extobj obj obj
objm

Δ = − = −Fυ υ υ  (11) 

 
여기서 '

objυ , objm 는 물체가 뉴턴 제 3법칙에 의해서 반대 

방향으로 extF  충격량을 받았을 때, 충돌 후의 카트나 공과 

같은 물체의 속도와 질량을 각각 나타낸다. 식 (5)와 (11)을 

식 (1)에 대입하고, 외부 충격량에 대해서 정리하여 쓰면 

다음과 같은 식이 유도된다.   

 

1

(1 ) .
1[ ]

T

T

obj

e
F

mφφ
∗

ext

T

n

n nJ I J

υ

−

− +
=

⎧ ⎫⎪ ⎪+⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

           (12) 

 
위 식에서, 충돌전의 카트의 속도는 0이므로 식 (12)를 식 

(11)에 대입함으로써 충돌 후 물체의 속도가 구해진다. 식 

(11)과 (12)로부터 충돌 직후의 물체의 속도는 로봇 매니퓰
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레이터의 물성, 자세, 충돌 부분에 가하는 속도, 반발계수, 

물체의 질량에 따라 변하는 외부 충격량에 의해 결정된다

는 것을 알 수 있다. 그리고, 식 (11)과 (12)를 이용하여 충

돌후의 움직이는 물체의 초기 속도를 추정할 수 있고 이

는 다양한 기계 시스템에 적용될 수 있다.   

 
2.3 충돌면적이 반발계수에 미치는 영향의 분석 

이제 충돌면적에 따른 반발계수의 변화특성을 분석적으

로 살펴본다. 그림 3은 서로 다른 두 표면에 대해서 충돌

시간 동안에 물체가 눌렸을 때의 기하학적 변형을 나타낸 

것인데, 접촉면적이 상대적으로 큰 그림 3 (b) 의 경우보다 

그림 3 (a)의 경우와 같이 접촉 면적이 작은 상태에서 피충

돌체와 충돌 했을 때 피충돌체를 더 많이 관통하는 것을 

알 수 있다.  

피충돌체를 관통한 거리 ( xΔ ) 는 다음 식과 같이 충돌

시간 ( tΔ )과 충돌속도 ( v ) 에 관해서 표현할 수 있다.  

 
x v tΔ = Δ                     (13) 

 
충돌속도는 두 경우에 대해서 일정하므로 피충돌체를 

관통한 거리 ( xΔ )는 관통시간 ( tΔ )과 비례하게 되고, 그

림 3 에서는 적은 충돌면적이 관통시간이 상대적으로 더 

길다. 

한편, 댐퍼에 대한 에너지 손실은 다음 식과 같이 주어

진다. 

 
'lossE b x b xυ υ= Δ + Δ     (14) 

 
여기서 υ 와 'υ 는 각각 피충돌체가 압축될 때와 복원될

때의 충돌체의 속도이고, b는 댐퍼 계수이다. 일반적으로 

 

   
      (a)                                  (b) 

Fig. 3. The deflection geometry of the wall due to the impact. 

(a) impact with a smaller contact area, (b) impact with a 

larger contact area 

에너지 손실로 인해서 피충돌체가 압축될 때의 상태에서

의 충돌체의 속도 υ 보다 복원될 때의 상태에서의 충돌체

의 속도 'υ  가 더 작다. 하지만 충돌체 매니퓰레이터의 관

성(inertia)이 피충돌체 카트보다 훨씬 크기 때문에 충돌에 

의해 충돌체에 가해진 충격량은 충돌체 매니퓰레이터에 

큰영향을 미치지 못하므로 υ  와 'υ 의 차이는 거의 없다. 

따라서 식 (14) 에서의 에너지 손실량을 다음과 같이 대략

화 시킬 수 있다.  

 
22 2lossE b x b tυ υ≈ Δ = Δ                (15) 

 
그리고, 충돌 후의 카트의 운동에너지는 충돌체의 손실된 

에너지를 통해서 얻어지므로 식 (12)를 이용하여 다음과 

같이 얻을 수 있다.  

 

( ) ( )

{ }

2 2

2 2

2

1

1 1 '
2 2

2 (1 )
2

1   
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성충돌과 ( 1e = ) 비탄성 충돌( 0 1e< < ) 에 대한 충돌 전 

후의 카트의 운동에너지를 나타낸다. 

식 (16)에 식 (15)를 대입하고 댐핑 계수에 관하여 정리

하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다. 
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식 (17)을 통해서 알 수 있듯이, 충돌 면적이 점점 작아지

게 되면, 충돌체의 압축시간 ( tΔ )이 상대적으로 증가하여 
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반발계수가 증가하게 되고, 충돌면적이 작아지면 충돌 면

적이 커질 때보다 댐퍼 계수 b 가 줄어듦을 알 수 있다. 

식 (14)에서 알 수 있듯이, 댐퍼 계수가 줄어들게 되면 에

너지 손실도 줄어들게 되므로 결과적으로 충돌 면적이 적

을수록 카트의 충돌 후 초기 속도가 더 커지는 것을 확인 

할 수 있다. 이러한 해석들은 3장에서 제시된 실험결과들

에 의해서 다시 한 번 타당성이 입증된다. 

 
3. 충돌 실험 및 시뮬레이션으로의 적용 

 
3.1 실험환경 

처음으로 반발계수가 충돌속도와 관련이 있음을 증명하

기 위한 실험이 수행되었고, 그 다음에는 이 논문에서의 

새로운 기여인 반발계수와 충돌 면적간의 관계를 증명할 

것이다. 실험환경 설정으로서 3자유도 매니퓰레이터, 접촉

면의 재질(고무, 실리콘), F/T센서, DC모터가 사용되었고, 

이를 이용하여 고정된 벽과의 충돌문제를 다뤘던 지난 연

구보다 좀 더 정밀하고 체계적인 매니퓰레이터와 벽 간의 

충돌 실험이 수행되었다. 이 작업에서, 카트나 공과 같은 

움직이는 물체에 대한 충돌 문제에 대해서도 다뤄졌다[13].  

그림 4는 매니퓰레이터-카트 충돌 실험의 환경을 나타낸

다. 여기서 카트 (0.92kg)는 한 방향으로만 움직이고, 엔코

더는 카트의 속도를 측정하기 위해서 바퀴 축에 설치되었

고, 0.088 degree의 분해능을 가졌다. 매니퓰레이터-카트 충

돌실험에서의 접촉면은 서로 다른 두 가지 재질이 카트에 

장착된다.  

 

  
(a)                           (b) 

Fig. 4. Experimental setup for the cart mechanism (a) whole 

view, (b) cart 

 
3.2 반발계수 모델 설계를 위한 실험 

충돌 속도가 증가함에 따라 반발계수가 감소하는 현상

을 이해하기 위해서 매니퓰레이터-벽 간의 충돌 실험이 먼

저 수행되었다. 실험 과정은 다음과 같다. 

1) 매니퓰레이터의 초기 위치를 설정하고, 충돌순간의 

속도를 측정한다. (0.9 에서 1.8m/s 까지 10단계) 

2) F/T 센서를 이용하여 충돌시간에 따른 힘 경향을 측

정한 것을 적분하여 충격량을 계산한다.  

3) 식 (7)을 이용하여 반발계수를 계산하고, 그림 5와 

같이 두 종류의 충돌 재질과 세 종류의 충돌 끝점을 

계속 바꿔가며(6가지 경우) 반복하여 실험을 수행한

다.  

4) 1)단계 에서 3)단계까지 충분한 정보가 모일 때까지 

반복한다.  

 

 
  (a)            (b)            (c) 

Fig. 5. Three types of end tips of the manipulator (a) type 1 

(R10mm), (b) type 2 (R20mm), (c) type 3 (R50mm) 
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Fig. 6. Variable characteristic of COR (a) wall is silicon, (b) wall 

is rubber 
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그림 6은 다양한 충돌속도와 재질에 따른 반발계수의 

실험적 데이터 결과를 나타낸다. 두 종류의 충돌재질과 세 

종류의 끝점이 위 실험에서 사용되었고 두 종류의 충돌 

재질 모두에 대해서 충돌속도가 증가할수록 반발계수가 

줄어듦을 알 수 있다. 그림 6을 이루는 각각의 박스들은 

각각의 경우에 대한 반복실험 (20번 이상)을 통해서 얻어

진 데이터들의 boxplot을 나타낸 것이다. 또한, 위 결과에

서 더 넓은 접촉면적 (그림 5 의 (c) )은 반발계수를 감소시

키는 결과를 확인할 수 있었고, 이것은 넓은 접촉면적은 

적은 접촉 면적에 비해 에너지 손실이 많이 발생한다는 

것을 나타낸다. 이것은 다른 연구내용에 언급된 적이 없는 

이번 연구에서의 새로운 관측내용이며, 앞서 2장에서 설명

한 물리적 해석내용에 부합하는 결과이다. 

 
3.3 매니퓰레이터-벽 간의 충돌 실험 결과 

이 부분에서는 매니퓰레이터와 벽간의 충돌 실험을 통

해서 변수특성을 갖는 반발계수의 효율성에 대해서 알아

본다. 우선, 실험적으로 얻은 반발계수의 가변특성을 나타

내는 데이터들을 더 넓은 범위의 충돌속도에 대해서도 이

용하기 위해서 각각의 반발계수 데이터들은 그림 7과 같

이 4차 다항식으로 보간되었다. 그리고 나서 식 (12)와 보

간된 반발계수 모델들을 이용하여 변수특성을 갖는 반발

계수를 우리가 흔히 알고 있던 상수 반발계수와의 외부 

충격량을 비교하는 시뮬레이션이 수행되었다. 

충돌속도가 증가함에 따라 반발계수가 감소하는 경향을 

반영해야 하기 때문에 그림 8의 실험적 데이터를 기반으

로, 상수 반발계수는 실제 반발계수보다 항상 크게 간주되

었다. 따라서 상수 반발계수와 변수 반발계수 간의 격차는 

충돌속도가 증가함에 따라 증가하게 된다. 실험에서는 각

각의 상수 반발계수를 변수 반발계수의 초기값으로 설정

하였고, 그림 8에서 보인 실험 결과로부터 상수 반발계수 

값을 추출할 수 있다. 구체적으로, 속도가 0.9m/s인 매니퓰

레이터가 팁 종류1, 2, 3 이 실리콘재질에 충돌할 때와 팁 

종류1, 2, 3 이 고무재질에 충돌할 때의 보간된 반발계수 모

델을 이용하여 각각 0.5690, 0.5562, 0.5429와 0.6738, 0.6638, 

0.6494 의 반발계수들을 얻을 수 있고, 이것들은 앞으로 언

급될 시뮬레이션과 실험내용에 쓰일 것이다.  

그림 7에서 추출한 변수 반발계수의 값들은 카트와 구 

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

0.5

0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

0.62

0.64

0.66

0.68

Collision velocity of the manipulator (m/s)

C
O

R

 

 
Silicon type1
Silicon type2
Silicon type3

 
(a) 

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

0.5

0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

0.62

0.64

0.66

0.68

Collision velocity of the manipulator (m/s)

C
O

R

 

 
Rubber type1
Rubber type2
Rubber type3

 
(b) 

Fig. 7. Interpolated curve of each COR (a) wall is silicon, (b) wall 

is rubber 

 
르는 공과 같이 움직이는 충돌체에 대한 임팩트에서의 반

발계수 모델에도 효과적으로 적용될 수 있다. 또한 외부 

충격량은 시뮬레이션에 의해 얻어진 값과 비교하기 위해 

F/T센서에 의해서 실험적으로 측정되었다. 그림 8은 매니

퓰레이터의 팁 종류를 고정시키고 네 종류의 충돌속도와 

두 종류의 재질을 사용할 때 상수 및 변수 반발계수 모델

들을 적용한 외부 충격량을 나타낸 것이다. 

3자유도 매니퓰레이터가 팁 종류1으로 벽에 충돌했을 

때의 두 종류의 재질과 네 가지의 속도가 고려되었다. 주

어진 매니퓰레이터의 충돌속도에 대해서 반발계수는 그림 

8을 이용하여 추출할 수 있고, 식 (6)을 이용하여 계산된 

외부 충격량은 실험적으로 측정된 외부 충격량과 비교되

었다. 그림 8에서의 비교는 실제 실험으로 측정된 외부 충

격량은 변수 반발계수를 적용하여 계산된 외부 충격량과 

거의 같고 상수 반발계수를 적용하여 계산된 외부 충격량 
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Fig. 8. External impulses of COR models for fixed tip type (wall 

impact problem) 

 
과는 약간의 차이가 있음을 보여준다. 이에 대한 구체적인 

오차 값은 표 1에 제시되었다. 결과적으로, 어떠한 재질이

라도 매니퓰레이터가 특정 속도로 충돌할 때 상수 반발계

수 모델을 적용하게 되면 변수 반발계수 모델을 적용할 

때 보다 외부 충격량이 더 많이 나오는 경향을 볼 수 있는

데 이는 상수 반발계수가 변수 반발계수보다 더 크기 때

문이다.  

그림 9는 충돌 속도를 1.91m/s로 고정시키고, 두 종류의 

재질과 세 종류의 팁에 따른 외부 충격량을 나타낸 것인

데, 변수 및 상수 반발계수를 적용시켰을 때의 외부 충격

량과 실제 실험으로 얻은 외부 충격량이 비교되었고, 실험

값을 기준으로 한 구체적인 오차 값은 표 2에 표현되었다. 

표 2는 충돌 면적이 변수 반발계수와 연관이 있음을 보여

줌과 동시에, 매니퓰레이터가 같은 충돌속도에 대해서 다

른 재질과 팁 모양으로 충돌할 때 상수 반발계수 모델을 

적용하게 되면 변수 반발계수 모델을 적용할 때 보다 외

부 충격량이 더 많이 나오는 경향을 보여준다. 

 
Table 1. External impulse error in the manipulator-wall impact 

experiment using the tip type 1 

Tip type1 
Error(variable 

COR) 
Error(constant 

COR) Wall 
material 

Manipulator 
velocity 

Silicon 

0.94m/s 0.2928% 0.5140% 
1.25m/s 0.1694% 1.7648% 
1.55m/s 0.2287% 2.2128% 
1.91m/s 0.0710% 3.3958% 

Rubber 

0.94m/s 0.4172% 0.5628% 
1.25m/s 0.8146% 2.0327% 
1.55m/s 0.2868% 2.1730% 
1.91m/s 0.1316% 3.0037% 

 
Fig. 9. External impulses according to the tip type (wall impact 

problem) 

 
Table 2. External impulse error according to different wall 

materials and tip types 

Velocity: 1.91m/s 
Error 

(variable 
COR) 

Error 
(constant 

COR) Wall 
material 

End-tip 
type 

Constant 
COR 
value 

Silicon 
Type1 0.5690 0.0710% 3.3958% 
Type2 0.5562 0.1844% 3.5528% 
Type3 0.5429 0.3881% 4.0017% 

Rubber 
Type1 0.6738 0.1316% 3.0037% 
Type2 0.6638 -0.0100% 3.3487% 
Type3 0.6464 0.1623% 3.8079% 

 
4. 매니퓰레이터-카트 간의 충돌 실험  

 
이 부분에서는 3자유도 매니퓰레이터가 움직이는 물체 

(1자유도 카트)와 충돌하는 실험이 수행되었다. 위 실험에

서는 카트의 바퀴와 바닥에 미끄러짐이 없다고 가정하였

고, 변수 및 상수 반발계수 모델에 대해서 식 (11)이 충돌 

후 카트의 속도를 얻기 위해서 적용되었다. 

그림 10은 그림 8과 같이 매니퓰레이터의 팁 종류를 고

정시키고 네 종류의 충돌속도와 두 종류의 재질을 사용할 

때 상수 및 변수 반발계수 모델들을 적용한 충돌직후의 

카트 속도를 나타낸 것이다. 그림 7과 달리 이번에는 움직

이지 않는 벽 대신에 움직이는 카트가 적용되고 충돌직후

의 속도를 측정한 것이 차이점이다. 매니퓰레이터 속도가 

주어질 때, 그림 7을 이용하여 변수 및 상수 반발계수 모

델에서의 값을 추출하고 식 (12)를 (11)에 대입함으로써 충

돌직후의 카트속도를 구할 수 있는데 이 값은 실제 실험

값과 비교되었다. 이 비교는 실험적으로 얻은 카트속도가 
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상수 반발계수보다 변수 반발계수를 적용하여 계산된 카

트의 속도와 거의 비슷하다는 것을 보여준다. 이는 변수 

반발계수를 적용하여 계산된 카트 속도와 실제 실험과의 

오차가 적었고 상수 반발계수를 적용하면 꽤 큰 오차가 

발생한다는 것을 의미한다. 이에 따른 구체적인 수치는 표 

3에 제시되었다.  

변수 및 상수 반발계수를 적용할 때의 카트 속도는 그

림 11에서와 같이 충돌 면적이 증가함에 따라 감소하는  

 

 
Fig. 10. External impulse of COR models for fixed tip type (cart 

impact problem) 

 

 
Fig. 11. Cart velocity according to the tip type (cart impact 

problem) 

 
Table 3. Cart velocity error in the manipulator-cart impact 

experiment using tip type 1 

Tip type1 Error 
(variable 
COR) 

Error 
(constant 

COR) 
Wall 

material 
Manipulator 

velocity 

Silicon 

0.94m/s 0.2680% 0.4892% 
1.25m/s 3.3719% 5.0183% 
1.55m/s 1.4978% 3.9816% 
1.91m/s 0.5535% 3.8942% 

Rubber 

0.94m/s 0.1511% 0.2964% 
1.25m/s 4.3702% 5.6313% 
1.55m/s 2.0355% 3.9546% 
1.91m/s 0.7315% 3.6208% 

경향을 보인다. 그리고 그림 11과 표 4에 제시된 실험결과

는 평소에 썼던 상수 반발계수 모델보다 제시된 변수 반

발계수 모델을 적용할 때 카트 속도를 더 정확하게 예측

할 수 있음을 나타낸다. 그림 12는 매니퓰레이터와 벽 또

는 카트간의 충돌 전후에 대한 스냅샷을 나타낸 것이다. 

 
Table 4. Cart velocity error according to different wall materials 

and tip types 

Velocity =1.91m/s 
Error 

(variable 
COR) 

Error 
(constant 

COR) 
Wall 

material 

End-
tip 

type 

Constant 
COR 
value 

Silicon 
Type1 0.5690 0.5535% 3.8942% 
Type2 0.5562 0.5491% 3.6760% 
Type3 0.5429 0.6473% 3.5114% 

Rubber 
Type1 0.6738 0.7315% 3.6208% 
Type2 0.6638 0.1855% 3.5508% 
Type3 0.6464 0.4361% 3.3880% 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 12. Impact motion of manipulator (a) wall impact, (b) cart 

impact 

 
5. 3자유도 매니퓰레이터를 이용한 상수 및 변수  

반발계수간의 비교를 위한 시뮬레이션 
 
최 등은 는 공기역학을 고려하여 날아가는 축구공의 움

직임의 분석을 위한 실험을 수행하였으나, 상수 반발계수

를 적용한 외부 충격량 모델을 제시하였다[6]. 그러나 이 연

구에서는 변수 반발계수를 고려한 3 자유도 매니퓰레이터

와 바닥을 구르는 단단한 공 사이에 발생하는 충돌을 다

룬다. 또한 변수 와 상수 반발계수를 적용 했을 때의 매니

퓰레이터의 모든 관절에 적용되는 내부 충격량과 공이 굴
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러간 거리를 분석한다. 식 (12)로 구한 외부 충격량, 식 

(11), 그림 7에서 얻은 반발계수 값들을 기반으로 하여 공

의 움직임과 매니퓰레이터의 내부 충격량에 대한 시뮬레

이션이 수행되었다.   

시뮬레이션 변수로서, 3자유도 매니퓰레이터에 대해서 

그라운드에 가까운 순서대로 링크1, 2, 3의 길이와 질량은 

각각 1.2m와 1kg, 1.2m 와 2kg, 1.0m 와 2.5kg로 설정 되었

고 모든 링크들은 가느다란 막대기로 가정되었다. 공통조

건으로서, 선택된 두 개의 충돌속도는 1.26m/s와 1.92m/s로 

설정되었다. 충돌 면의 재질과 팁 모양은 팁 종류1 (R10)로 

각각 설정되었고, 공의 초기 위치는 (x=0m, y=0m)이다. 구

름 마찰력과 운동마찰력은 각각 0.008, 0.255로 설정되었다. 

구르는 공의 움직임에 대한 구체적인 동역학 내용은 “부

록”에 제시되었다. 그리고, 중력가속도, 샘플링 시간, 시뮬

레이션 시간은 각각 9.8m/ 2sec , 0.05sec, and 18sec 로 설정되

었고, 3자유도 매니퓰레이터의 궤적은 각각의 관절의 가속

도를 디자인 하기 위해서 x축 방향으로만 5차 다항식이 

사용되었고 y축의 궤적은 y = 0m으로 고정되었다. 3자유도 

매니퓰레이터와 공과의 충돌 순간의 자세는 벽에서 가까

운 관절 순으로 1 2 3( , , ) (175.579 ,118.858 ,65.563 )θ θ θ = 으

로 설정 되었다.  

시뮬레이션 결과로서, 그림 13 (a) 와 (b) 는 각각 상수와 

변수 반발계수를 적용했을 때의 매 2초마다 공의 굴러가

는 움직임을 캡쳐한 이미지를 나타낸다.  

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 13. Trajectory of the ball’s motion every 2 sec (a) constant 
COR, (b) variable COR, (c) comparison of the traveling 

distance between constant COR and variable COR 

여기서 공에 찍힌 큰 반점은 공의 회전 위치에 대한 궤

적을 표현하기 위해 도입되었다. 공의 움직인 거리의 차이

는 그림 12(c) 에 표현되었다. 그림 14와 15는 각각 매니퓰

레이터의 끝 단의 속도가 1.26m/s와 1.92m/s 로 설정했다는 

전제하에 상수 반발계수와 변수 반발계수를 적용하였을 

때의 선형 및 각 변위를 나타낸 것이다. 그림 14와 15를 

비교할 때 3자유도 매니퓰레이터의 충돌속도가 증가함에 

따라 공의 선 변위 및 각 변위에 대한 변수 및 상수 반발

계수간의 격차가 증가함을 알 수 있다.  

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 14. Manipulator-ball impact problem with collision velocity of 

1.26m/s, (a) linear displacement of the ball, (b) angular 

displacement of the ball 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 15. Manipulator-ball impact problem with collision velocity of 

1.92m/s, (a) linear displacement of the ball, (b) angular 

displacement of the ball 
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변수 및 상수 반발계수에 대한 공이 움직인 거리 및 공

의 속도의 비교는 표 5와 6에 제시되었다. 따라서 상수 반

발계수를 적용하여 계산하게 되면 원하는 것보다 매니퓰

레이터가 공에 과도한 충격량을 주기 때문에 공에 더 큰 

선속도가 가해지고 움직인 거리가 더 길어진다. 

그림 16 (a) 와 (b)는 각각 상수 반발계수와 변수 반발계

수를 적용시켰을 때, 공과 충돌하는 순간의 매니퓰레이터

의 자세와 각각의 관절들이 받는 내부 충격량과 매니퓰레

이터와 공이 충돌하는 지점에서의 외부 충격량을 시뮬레

이션 결과로 나타낸 것인데, 각각에서 충격량의 크기가 다

름을 확인할 수 있다. 이에 따른 수치적인 비교는 표 7과 

8에 제시되었다. 그림 16 (a)와 (b), 표 7과 8을 통해서, 상

수 반발계수를 적용 시켰을 때 변수 반발계수를 적용 시

켰을 때보다 더 많은 외부와 내부 충격량이 가해지는 것

을 알 수 있다. 요약하여 말하자면, 변수 반발계수 모델을 

충돌문제에 적용 시키는 것이 앞으로 일어날 움직임을 더 

정밀하게 추정하는데 필요하다는 것이 실험 및 시뮬레이

션으로 증명되었다. 

 
Table 5. Comparison of the ball’s motion between constant COR 

and variable COR (colliding velocity of the manipulator: 

1.26m/s) 

 Constant COR Variable COR 
COR value 0.569 0.544 

Initial velocity of ball 1.511m/s 1.487m/s 
Total travel distance of ball 7.676m 7.438m 
Maximum angular velocity 

of ball 5.381rad/s 5.296rad/s 

Total angular travel distance 
of ball 

37.574rad 
(=5.980 turns) 

36.406rad 
(=5.794 turns) 

 

Table 6. Comparison of the ball’s motion between constant COR 
and variable COR (colliding velocity of the manipulator: 

1.92m/s) 

 Constant COR Variable COR 

COR value 0.569 0.519 

Initial velocity of ball 2.302m/s 2.228m/s 

Total traveling distance 
of ball 17.712m 16.590m 

Maximum angular 
velocity of ball 8.208rad/s 7.940rad/s 

Total angular traveling 
distance of ball 

87.258rad 
(=13.888 turns) 

81.740rad 
(=13.009 turns) 

 

 
    (a)                             (b) 

Fig. 16. Collision configurations and vectors of internal and 

external impulses (a) constant COR, (b) variable COR 

 
Table 7. Comparison of external and internal impulses between 

constant COR and variable COR (colliding velocity of the 

manipulator: 1.26m/s) 

Unit: ⋅N sec  
Constant 

COR 
Variable 

COR 
norm of 
internal 

impulse of 
joint 1 

1,intF
 

0.1111 0.1094 

norm of 
internal 

impulse of 
joint 2 

2,intF
 

0.1166 0.1148 

norm of 
internal 

impulse of 
joint 3 

3,intF
 

0.3499 0.3444 

norm of 
external 
impulse 

extF
 

1.5107 1.4870 

 
Table 8. Comparison of external and internal impulses between 

constant COR and variable COR (colliding velocity of the 

manipulator: 1.92m/s) 

Unit: ⋅N sec  
Constant 

COR 
Variable 

COR 
norm of 
internal 

impulse of 
joint 1 

1,intF
 

0.1694 0.1639 

norm of 
internal 

impulse of 
joint 2 

2,intF
 

0.1777 0.1719 

norm of 
internal 

impulse of 
joint 3 

3,intF
 

0.5331 0.5160 

norm of 
external 
impulse 

extF
 

2.3020 2.2279 
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6. 결  론 
 
반발계수가 상수라는 통념과 달리, 위 논문은 반발계수

가 몇 가지 요소에 의해 변수특성을 갖는다는 것을 증명

하였다. 처음으로, 충돌 실험을 통해서 반발계수는 충돌속

도와 충돌 면적에 영향을 받는다는 것이 입증되었다. 또한, 

정밀하고 체계적인 반발계수 모델이 매니퓰레이터와 벽 

간의 충돌실험을 통해서 제시되었고, 이 반발계수 모델은 

3자유도 매니퓰레이터와 움직이는 물체(카트)간의 충돌 문

제로 및 상수 반발계수 적용되었다. 반발계수 모델의 적용

으로서, 변수 및 상수 반발계수를 각각 적용했을 때의 충

돌 후 물체가 움직이는 경향을 분석하기 위해서 공이 움

직인 거리와 내부 충격량을 지표로 하는 충돌 문제에 대

해 시뮬레이션을 수행하였다. 제시된 반발계수 모델은 로

봇 시스템을 포함한 일반적인 기계 시스템에서의 다양한 

충돌문제에서 효과적으로 적용될 수 있다.  

 
부록: 공 움직임에 대한 동역학 

 
구르는 공의 움직임의 분석에서 공은 반지름이 R  이고 

균일한 구형태이고, 질량이 m 이고, 충돌 직후의 공의 위

치, 선속도, 각위치, 각속도, 정상상태의 공의 선속도를 각

각 0( ) 0,x t = 0( ) ,ballx t v= Δ 0( ) 0,tθ = ( ) 0,ftθ =  ( ) 0fx t =  

라고 가정을 한다. 공의 속도 경향은 크게 두 가지 상태로 

나눠지는데, 첫 번째 상태는 공이 충돌 직후에 미끄러짐과 

구름을 동시에 진행하는 상태이고 ( )( ) ( )x t R tθ> ⋅ , 두 번

째 상태는 첫 번째 상태 이후에 공이 구르기만 하는 상태

이다( )( ) ( )x t R tθ= ⋅ . 

이 시스템에 대한 일반 식은 다음과 같이 유도된다 [17] 

 
mx F= −                     (18) 

 

[ ] ,I F Rθ τ= ⋅ =                  (19) 

 
여기서 ,x ,F ,τ ,θ [ ]I 는 각각 공의 가속도, 마찰력, 마

찰력에 의한 토크, 각 가속도, 공의 물성치를 나타낸다. 

22( ).
5xx yy zzI I I mR= = = 첫 번째 상태에서 마찰력에 관한 

식은 다음과 같고,  
 

d dF N mgμ μ= =                   (20) 

 
여기서 ,dμ ,N ,g 는 각각 운동 마찰계수, 지면에 수직방

향인 힘, 중력상수를 나타낸다. 식 (20)을 (18)에 대입하고 

양변을 적분함으로써 공의 선속도 식은 다음과 같고,  

 

0( ) ( ) dx t x t gtμ= −                  (21) 

 
공의 각속도 식은 식 (20)을 (19)에 대입하고 양변을 적분

함으로써 다음과 같은 식이 얻어진다. 

 

0
5( ) ( )

2 dt t gt
R

θ θ μ= +                 (22) 

 
한편, 임계 시간 이후에 1t t≥ (공의 움직임에 대한 두 번

째 상태 동안) 공은 미끄러짐 없이 구르기만 하고, 공의 선

속도와 각속도의 관계는 ( ) ( )x t R tθ= ⋅ 이 성립된다. 이 상

태에서는 공이 미끄러지지 않으므로 구름 마찰계수를 사

용하게 되고, 공이 구르기만 하고 미끄러지지 않는 순간인 

임계시간 1t 은 식 (21)과 (22)를 ( ) ( )x t R tθ= ⋅ 에 대입함으

로써 다음과 같이 식을 구할 수 있다. 

 

0
1

2 ( )
7 d

x tt
gμ

=                      (23) 

 
식 (23)을 식 (21)과 (22)에 대입함으로써 임계시간 1t 에

서의 선속도와 각속도는 각각 다음과 같이 유도된다. 

 

1 0
5( ) ( )
7

x t x t=                    (24) 

 

1 0
5( ) ( ).

7
t x t

R
θ =                   (25) 

 
식 (24)와 (25)로부터, 임계시간 1t 일 때의 공의 선속도

는 초기속도에 의해 결정되고, 임계시간 1t 일 때의 공의 

각속도는 초기속도와 공의 반지름에 의해 결정됨을 알 수 



반발계수의 모델링과 동적 시스템의 충돌 분석으로의 적용  211 
 

 

있다. 1t t> 일 때, 공의 선속도와 각속도는 각각 다음과 같

이 구할 수 있다.  

 

1( ) ( ) rx t x t gtμ= −                 (26) 

 

1( ) ( ) rgtt t
R

μθ θ= −                 (27) 

 
식 (26)과 (27)로부터 알 수 있듯이, 두 번째 상태에서의 

공의 속도 감소는 단지 구름 마찰력에 의해 결정됨을 알 

수 있다. 
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