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1. 서  론 
 
병렬 메커니즘은 다수의 부속체인을 활용함으로써 높은 

정밀도와 강성을 확보할 수 있다. 또한, 가벼운 유동 링크

를 활용함과 동시에 구동 엑츄에이터를 지면에 배치하게 

되면 낮은 관성을 확보할 수 있을 뿐 만 아니라 중력 효과

를 최소화할 수 있으므로 다양한 응용분야로 그 활용이 

확대되어 오고 있다. 특히, 회전관절만을 사용하는 병렬 

메커니즘은 상대적으로 적은 마찰력을 확보할 수 있는 이

점이 있어 햅틱기기에 적합한 것으로 알려져 있다.[1-7] 이에 

본 논문에서는 낮은 관성 및 중력효과, 적은 마찰력, 그리

고 이 밖의 우수한 햅틱기기로서의 특성을 가지고 있는 

구조로서 회전관절만을 사용하는 3 a aP P RR− 형 병진 3-자

유도 병렬 메커니즘을 제시하고 그 위치해석, 특이형상 분

석 및 속도 기구학 분석을 수행하였다.  

일반적으로 병렬 메커니즘의 정위치 해석에 있어 수치

해석에 의존하는 경우 그 해는 근사해 일 뿐 만 아니라 특

히, 특이형상 부근에서는 수치해석 오차의 크기가 심하게 

나빠지는 경향이 있기 때문에 그 부근의 작업공간의 유용

성이 심하게 저하되는 단점이 있다. 그러나, 3 a aP P RR− 형 

병렬 메커니즘의 경우 정위치 해석해가 존재하지 않은 단

점이 존재한다. 따라서, 이러한 단점이 없는 메커니즘으로

서 3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘에서 부속체인 하나를 제

거하여 얻어진 두 개 만의 부속체인으로 이루어진 정위치 

해석해를 가지는 2 a aP P RR− 형 병진 3-자유도 병렬 메커

니즘을 제시하고 이 메커니즘에 대한 위치해석, 특이형상

분석 및 속도 기구학 분석을 수행하였다. 이러한 메커니즘
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의 경우, 각 부속체인의 첫 번째와 두 번째 관절이 구동관

절로서 활용되며 두 번째 구동관절은 지면으로부터 병렬 

전동메커니즘을 통하여 구동되는 구조를 가진다. 

본 논문은 다음과 같이 구성된다. 2장에서는 제시된 

3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘의 구조에 대한 간략한 기술

과 모빌리티(자유도) 분석, 역위치 및 정위치 해석, 그리고 

기구학 분석을 수행하였다. 3장에서는 제시된 두 번째 

2 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘의 구조에 대한 간략한 기술

과 모빌리티(자유도) 분석, 역위치 및 정위치 해석, 그리고 

기구학 분석을 수행하였다. 끝으로 결론을 기술하였다.  

 

2. 3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘 
 
2.1 메커니즘 구조 

Fig. 1과 같이 3 a aP P RR− 형 메커니즘은 고정판과 운동

판 그리고 이들을 연결하는 3개의 a aP P RR형 부속체인으

로 구성된다. 각 부속체인은 고정판과 운동판에 대칭성을 

유지하도록 배치되어 있으며 평행사변형 모듈( aP ) 2개와 

회전 관절(R ) 2개로 이루어져 있다. 평행사변형 모듈은 4

개의 링크와 4개의 회전 관절로 이루어지며 각 모든 회전

관절 축은 모두 고정판에 수직인 방향을 가진다

( 1 2ˆ ˆ ˆ ,    1,2,3i iz z z for i = ). 여기서 ˆ" "• 는 단위 벡터를 나타

낸다. 나머지 두 개의 회전관절 축은 고정판에 평행한 방

향으로 서로 평행하다( 3 4ˆ ˆ ,   1,2,3i iz z for i = ). 3 a aP P RR−

형 메커니즘의 구동 관절은 고정판에 고정된 첫 번째 관 

절들 11 21 31( , , )Taθ θ θ θ= 로 설정하여 모든 엑츄에이터를 모 

 

 
Fig. 1. 3 a aP P RR−  type PM 

두지면에 배치하였다. 

메커니즘의 기저 좌표계 ˆ ˆ ˆ( , y ,z )b b bx 와 출력 좌표계 

ˆ ˆ ˆ( , y ,z )t t tx 는 각각 고정판과 운동판의 중앙에 위치한다. 각 

부속체인의 첫 번째 관절은 고정판의 중심에 위치한 반경 

R인 원상에 ˆbx 축으로부터 오프셋 각 ibγ 의 위치에 고정

되며, 운동판에 연결되는 회전관절은 운동판의 반경 r 인 

원상에 ˆtx 축으로부터 오프셋 각 itγ 의 위치에 고정된다. 

ijθ 와 ijl 는 각각 i 번째 부속체인의 j 번째 회전 관절각 

및 링크를 의미 한다. 

 
2.2 모빌리티 분석 

본 논문에서 제시된 3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘과 같

이 모든 부속체인이 동일한 하나의 공통 운동판을 가지는 

병렬 메커니즘에 대한 모빌리티(M)는 다음과 같은

GrublerModifie Kutzd bach− 의 공식을 활용하여 구할 

수 있다[8]: 

 

1
( 1)

g

i
i

M d n g f υ
=

= − − + +∑      (1) 

 
여기서 ( 6 )d λ= − 는 메커니즘의 모든 관절 스크류(screw)

를 포함하는 스크류 시스템의 차원수, n는 링크의 수, g

는 지면을 포함한 관절의 수, if 는 관절의 자유도, 그리고 

υ와 λ 는 각각 모든 부속체인에 의해 운동판에 가해지는 

독립적인 과다구속렌치(redundant constraints wrench) 수와 독

립적인 공통구속렌치(common constraints wrench) 수를 나타

낸다. 

다음은 운동판의 중앙에 고정된 기준(출력) 좌표계에 대

한 각 부속체인의 모든 관절 스크류를 나타낸다.  

 

1 1ˆ$ (0; )i iz l= × ,  (2) 

 

2 2ˆ$ (0; ),i iz l= ×    (3) 

 

( )3 3 3 3
ˆ ˆ ˆ$ ( ; ),i i i iz r l z= − × , (4) 

 

4 3 3
ˆ ˆ ˆ$ ( ; )i i iz r z= ×   (5) 
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여기서 3ˆiz  다음과 같으며 

 

3ˆ ( ( ), ( ),0)i it itz s cγ γ= −         (6) 

 
(2)와 (3)에서와 같이 평행사변형 모듈은 원호를 따라 선형 

운동을 가지되 방위각은 변화하지 않는 일반화된 관절

(generalized kinematic pairs)로 표현되었다[9].  

한편, 각 부속체인의 모든 관절 스크류 (2)~(5)에 대한 

reciprocal screw (즉, 메커니즘의 운동판에 가해지는 구속렌

치)는 다음과 같이 구해진다. 

 

1 2 3
ˆ ˆˆ ˆ ˆ$ (0; ),     $ (0; )r r
i i iz z z= = ×   (7) 

 
(7)로부터 모든 부속체인에 의해 공통으로 메커니즘의 운

동판에 가해지는 공통 구속렌치는 z 축 방향의 infinite-

pitch wrench(토크) 1$̂ri  한 개임( 1λ = )을 알 수 있다. 따라

서, 각 부속체인에 속한 관절들의 허용 운동공간 차원수는 

전체 운동공간에서 공통 구속렌치 차원 수를 제외함으로

써 즉, 6d λ= − 와 같이 5임이 확인된다. 그리고 (7)에서 

공통구속렌치를 제외한 나머지 구속렌치는 모두 동일 평

면상의 infinite-pitch wrench(토크)이므로 결과적으로 독립적

인 구속렌치는 두 개이며 따라서 한 개의 과다구속렌치가 

존재함을 확인할 수 있다 ( 1υ = ).  

이상의 결과를 (1)에 대입 함으로서 메커니즘의 자유도

는 다음과 같이 3임이 확인된다:    

 
 5(11 12 1) 12 1 3M = − − + + =   (8) 

 
여기서 총 링크 수는 운동판과 고정판 그리고 각 부속체

인 링크 3개로 총 11개이며 총 관절 수는 각 부속체인에 4

개씩 총 12개로서 모든 관절이 1자유도를 가진다. 특히, 평

행사변형 모듈의 경우 한 개의 가상링크와 하나의 가상 

미끄럼 관절로 단순화된 관절모델로 사용하였다.  

 
2.3 역위치 해석 

역위치 해석에서는 출력 변수 위치벡터 ( )Tx y z=u

가 주어졌을 경우 구동 관절의 변수 벡터

11 21 31( , , )Ta θ θ θ=θ 를 구한다. 본 논문에서 소개하는 

3 a aP P RR− 형 메커니즘의 오프셋 각 biγ  와 tiγ 는 각 부

속체인이 고정판과 운동판 사이에 대칭으로 배치되도록 

아래와 같은 값을 갖도록 설정하였다. 

1 0 ,bγ =  2 120 ,bγ =  3 240bγ =    (9) 

 

1 0 ,tγ =  2 120 ,tγ =  3 240tγ =   (10) 
 
3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘의 역위치 해석은 두 단계

로 이루어진다. 첫 번째 단계에서는 주어진 출력 위치벡터 

값으로부터 각 부속 체인의 세 번째 관절 값( 3iθ )을 구한 

후 이로부터 세 번째 관절의 위치 ( )Ti ix y (  1,2,3i = )를 

산출한다. 두 번째 단계에서는 ( )Ti ix y 을 이용하여 첫 

번째 관절각( 1iθ )을 구한 후, 이를 이용하여 두 번째 관절 

각( 2iθ )을 구하는 순서로 이루어진다.  

 
2.3.1 세 번째 관절각( 3iθ ) 

운동판의 중앙에 위치한 기준 좌표계의 위치 ( , , )x y z  

는 아래와 같이 표현된다( iC P ): 

 

3 3( c( ) )c( )i i itx x l rθ γ π= + + +     (11) 

 

3 3( c( ) )s( )i i ity y l rθ γ π= + + +    (12) 

 

3 3s( )z l θ=     (13) 

 
(13)으로부터 3s( )θ 는 아래와 같이 표현되며  

 

3
3

s( ) z
l

θ =     (14) 

 
피타고라스 정리를 이용하면 3iθ 는 다음과 같이 구해진다. 

 
2 2

3 3tan 2( , )i A z l zθ = −   (15) 
 
2.3.2 부속 체인의 세 번째 관절의 위치 벡터  
(11)과 (12)로부터 부속체인의 세 번째 관절의 위치 

( , )i ix y 는 출력 변수 위치벡터와 세 번째 관절 값 ( 3iθ )으

로 다음과 같이 정리된다. 



회전관절만을 활용하는 병진 3자유도 병렬 메커니즘의 기구학 특성 분석 71 
 

 

3 3

3 3

( c( ) ) ( )
( c( ) ) ( )

i i it

i i it

x x l r c
y y l r s

θ γ π
θ γ π

− + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (16) 

 
한편, 동일한 부속체인의 세 번째 관절의 위치 벡터 

( , )i ix y 는 부속체인의 변수를 활용하면 다음과 같이 표현

된다. 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

i ib i i i i

i ib i i i i

x R c l c l c
y R s l s l s

γ θ θ
γ θ θ

⋅ + ⋅ + ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ + ⋅ + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (17) 

  
2.3.3 첫 번째 관절각( 1iθ ) 

(17) 를 2iθ 항에 대하여 정리하면 다음과 같다.  

 

2 2 1 1

2 2 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

i i i ib i i

i i i ib i i

l c x R c l c
l s y R s l s

θ γ θ
θ γ θ

⋅ = − ⋅ − ⋅
⋅ = − ⋅ − ⋅  (18) 

 
다시 2iθ 에 대한 항을 제거하기 위하여 (18)의 두 식의 양

변을 제곱하여 그 결과를 더하면 다음과 같이 정리된다:  

 

1 1( ) ( )i ib i ibAc Bs Cθ γ θ γ+ + + =   (19) 

 
여기서  

 

12 ( ( )),i ibA l x Rc γ= −    (20) 

 

12 ( ( ))i ibB l y Rs γ= −    (21) 

 
 2 2 2 2

1 2( ( )) ( ( )) .i ib i ibC x Rc y Rs l lγ γ= − + − + −    (22) 

 
(19)로부터 1iθ 은 다음과 같이 얻어진다. 

 
2 2 2

1 tan 2( , ) tan 2( , )i A B A A A B C Cθ = ± + −    (23) 

 
2.3.3 두 번째 관절각( 2iθ ) 

(18)에 (23)의 결과를 대입한 후 2iθ 에 대해 정리하면 

2iθ 는 다음과 같이 구해진다.  

 

2 2 2tan 2( ( ), ( ))i i iA s cθ θ θ=        (24) 

 
 

2.4 정위치 해석 

정위치 해석에서는 구동 관절 변수 벡터 

11 21 31( , , )Ta θ θ θ=θ 가 주어졌을 경우 출력 변수 위치벡터 

( )Tx y z=u 를 구한다. 각 부속체인에 대하여 얻어진 

(19)는 입력변수벡터와 출력 위치 벡터와의 관계식을 나타

내며 이 식을 이용하여 정위치 해석을 수행할 수 있다. 하

지만, 3 a aP P RR− 형 메커니즘의 정위치 해석해는 존재하

지 않으므로 Newton-Raphson기법과 같은 수치 해법을 통

하여 계산할 수 있다. 

 
2.5 일차 기구학 모델 

본 논문에서는 스크류 이론을 이용하여 얻어진 일차 기

구학 모델에 관하여 기술한다. (2)~(5)에 주어진 부속체인의 

관절 스크류 중에서 구동관절 스크류를 제외한 나머지 관

절 스크류에 reciprocal 한 렌치는 구동관절에 의해 운동판

에 가해지는 구동렌치를 의미하며 다음과 같이 구해진다. 

먼저, reciprocal 렌치 1$̂ri 가 다음과 같은 형태를 가진다고 

할 때, 

 

1 1 1
ˆ ˆ ˆ$ ( ; )r r r
i i r is r s= ×      (25) 

 
다음의 reciprocal 스크류 조건들로부터  

 

21 2 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ$ $ ( ; ) (0; ) 0r r r

ii i i r is r s z l= × × =    (26) 

 

( )1 3 1 1 3 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ$ $ ( ; ) ( ; ) 0r r r
i i i r i i i is r s z r l z= × − × =    (27) 

 

1 4 1 1 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ$ $ ( ; ) ( ; ) 0r r r
i i i r i i is r s z r z= × × =    (28) 

 

구하고자 하는 reciprocal 렌치 1$̂ri 는 다음과 같이 얻어진다.  

 

( )1 1 1
ˆ ˆ ˆ$ ; ,r r r
i i is r s= ×    (29) 

 
여기서  

 

1 2 1 3 3ˆ ˆˆ ˆ[ ( )]&[ ( )]r r
i i i i is z l s z l⊥ × ⊥ ×   (30) 

 
즉  



 72  로봇학회 논문지 제10권 제2호  (2015. 6) 
 

 

( ) ( )
( ) ( )

3 3 2
1

3 3 2

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ
i i ir

i

i i i

l z l z
s

l z l z

× × ×
=

× × ×   (31) 

 
메커니즘의 운동판에 고정된 기준 좌표계의 운동 스크류

($ p )는 각 부속체인의 관절에 의해 다음과 같이 표현된다. 

 
ˆ$ $  ,    1,2,3.p ij ij

j
for iθ= =∑    (32) 

 
(32)의 양변에 각 부속체인의 구동관절에 의해 운동판 

에 가해지는 렌치 1$ri 와의 orthogonal product operation 를 아

래와 같이 적용한다.   

 

1 1
ˆ$ $ $ $  ,    1,2,3.r r

i p i ij ij
j

for iθ= =∑  (33) 

 
(33)을 행렬식으로 정리하면 다음과 같이 메커니즘에 대

한 일차 기구학 모델이 얻어진다[10]: 

 

aA B=u θ     (34) 

 
여기서 

 

( ) ,Tx y z=u ( )11 21 31

T

a θ θ θ=θ   (35) 

 

11

21

31

$̂

$̂

$̂

r

r

r

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 , 

11 11

21 21

31 31

ˆ ˆ$ $ 0 0
ˆ ˆ0 $ $ 0

ˆ ˆ0 0 $ $

r

r

r

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

   (36) 

 

( ) 11 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ$ ; , $ $ ( ),    1,2,3.r r r r r

ii i i i i is r s s z l for i= × = ⋅ × =   (37) 

 

( ) ( )
( ) ( )

3 3 2
1

3 3 2

ˆ ˆ
ˆ ,    1,2,3.

ˆ ˆ
i i ir

i

i i i

l z l z
s for i

l z l z

× × ×
= =

× × ×  (38) 

 
A의 역행렬이 존재하는 경우, (34)로부터 정속도 관계식은 

다음과 같이 얻어진다. 

 
1

a aA B J−= =u θ θ    (39) 

2.6 병렬 특이형상 

3 a aP P RR− 메커니즘의 병렬 특이형상은 (36)의 행렬 A

의 행( 1$̂ ,  1,2,3r
i for = ), 즉, 구동관절에 의해 운동판에 가

해지는 구동렌치를 나타내는 reciprocal 렌치들이 메커니즘

의 출력공간인 병진 3자유도 공간(translational 3-DOF space)

내에서 서로 종속적인가를 확인함으로써 규명할 수 있다. 

특히, 본 메커니즘의 경우 구동렌치 및 구속렌치가 모두 

zero-pitch렌치 또는 infinite-pitch 렌치의 형태로서 모두 선

으로 나타낼 수 있다. 따라서, GLG(Grassmann Line 

Geometry)기법을 사용하여 이들 선들의 종속성을 분석함

으로써 특이형상을 규명한다. 

Fig. 2(a)와 Fig. 2(b)는 각각 3 a aP P RR− 형 메커니즘이 가

지고 있는 병렬 특이형상이다. Fig. 2(a)의 경우 세 개의 구

동렌치 축(선)이 모두 고정판에 수직한 경우를 나타낸다. 

이러한 형상에서는 세 개의 구동관절에 의해 운동판에 가

해지는 구동렌치는 모두 고정판에 수직한 방향( z축 방향)

으로의 힘만을 제공할 수 있으므로 x y− 평면에 놓인 임

의 축 방향으로의 구동토크는 메커니즘에 가해진 구속렌

치에 의해 발휘되지 못하며, 단지 z축 방향으로의 힘만을 

제공할 수 있다. 따라서, 메커니즘의 병진 3자유도 출력공

간 중 나머지 두 개의 방향으로는 힘을 제공하지 못한다. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 2. Singularity configurations of the 3-PaPaRRtype PM  
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Fig. 2(b)의 경우 세 개의 구동렌치 축(선)이 모두 고정판

에 평행한 경우를 나타낸다. 이러한 형상에서는 구동관절

에 의해 가해지는 구동렌치는 x y− 평면 위의 힘 만을 전

달할 수 있으므로, z축 방향의 힘을 제공하지 못한다. 

 

2.7 최적설계 

병렬 메커니즘이 대칭구조를 가지므로 각 부속체인의 

링크길이는 같다고 가정한다: 즉, 1 1,il l= 2 2 ,il l= 그리고 

3 3il l= ( 1,2,3i = ). 따라서, 기구학 설계인자로서는 

,R ,r 1,l 2l 그리고 3l 인 총 다섯 개의 인자를 고려해야 하

지만 설계를 단순화하기 위하여 다음과 같이 두 개의 구

속조건을 추가하였다: 즉, 1 2l l= 그리고

1 2
3

( ) 3
2 2

l lR r l+
= + + . 특히 두 번째 구속조건은 운동판

의 위치가 3(0,0, / 2)l 일 때 즉, 작업공간의 중앙에 있을 

때, 운동판의 중앙점에서 각 부속체인의 첫 번째 관절의 

위치벡터 방향으로 투영된 해당 부속체인에 포함된 두 평

행사변형 링크의 길이가 1 2( ) / 2l l+ 인 값을 가지도록 하

는 조건으로 작업공간의 크기를 효과적으로 최대화하기 

위한 목적이었다. 나머지 세 개의 설계 변수에 대해서는 

R 에 대해 정규화 함으로써( 1R = ) 최종적으로 1 /l R 과 

3 /l R인 두 개의 설계변수로 축소한 후 이들 각각 정규화

된 인자들의 값의 범위(즉, 0  부터 0.5 까지의 범위)내에

서 최적설계를 수행하였다. Table 1은 설계인자, 검색범위, 

최적설계 검색시 설계인자 분해능, 그리고 추가로 부여된 

설계구속조건의 요약이며 Table 2는 작업공간 검색에서 설

정된 격자크기 및 작업공간 검색범위를 나타낸다.  

최적 설계 지수로는 전역 기구학 등방성 지수(global 

kinematic isotropy index) GIσ 와 작업공간 크기 W 를 활용 

Table 1. Design parameters and design constraints 

Design parameters 1 3/ ,  /l R l R
 

Search range of the 
design parameters 1 30 / 1,  0 / 1l R l R< < < <

 
Search interval of 
design parameters 1 3/ 0.01,  / 0.01l R l R= =

 

Imposed  
constraints 

1 1 2 2 3 30 ,  120 ,  240t b t b t bγ γ γ γ γ γ= = = = = =

R 1= , 1 2,i il l=
1 2

3
( ) 3

2 2
l lr R l+

= − −
 

Table 2. Search conditions in workspace simulation 

Side of grid interval 0.01 ,  0.01 ,  0.01x R y R z R= = =  
Search range of 

workspace 
,  ,  0R x R R y R z R− < < < < < <  

 
하였다. GIσ 는 다음과 같이 정의된다: 

 

min max d
GI

d

dW

dW

σ σ
σ +

+

= ∫   (40) 

 
여기서 minσ 과 maxσ 는 각각 자코비안 행렬의 특이값

(singular value)의 최소와 최대 값을 나타내며, min maxσ σ  

값은 해당 형상에서의 지역 기구학 등방성 지수를 나타낸

다. 그리고 작업공간 크기 W 는 일반적으로 모든 도달 가

능한 공간을 활용하지만 편이상 특히 본 시뮬레이션에서

는 병렬 특이형상을 포함하지 않으면서 메커니즘의 중앙

에 위치한 영역만을 작업공간으로 설정하였다. 이러한 작

업공간의 경계는 병렬 특이형상이나 직렬 특이형상의 형

태로 나타내며 시뮬레이션에서는 자코비안 행렬의 디터미

넌트 (determinant) 값의 부호가 바뀌는 경계로 확인할 수 

있다.   

Fig. 3(a)와 Fig. 3(b)는 각각 정규화된(즉, 설계인자들의 기

준 값인 고정판의 반경을 단위 값으로 설정한 경우) 두 설

계인자 1 /l R과 3 /l R들에 대한 메커니즘의 전역 기구학 

등방성 지수 등고선도와 작업공간의 크기를 나타낸다. 이 

시뮬레이션에서 작업공간의 크기는 작업공간 내 정의된 

격자 형태의 교차점(node)의 수로 산출하였으며 전역 기구 

학 특성을 분석하기 위한 시뮬레이션에서는 작업공간 내  

 

 
(a)   (b) 

Fig. 3. (a) Global kinematic isotropy index plot and (b) 

workspace size 
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에 정의된 모든 격자 교차점에서의 지역 등방성 기구학 

지수 값들의 평균치로 산출하였다. 구체적으로 작업공간 

내 x축, y축 그리고 z축 각 방향으로의 각 설계인자들

에 대한 간격은 0.01 R× 인 값으로 사용하였으며 따라서 

각 격자 셀의 크기는 공통적으로 3(0.01 )R× 인 크기를 갖

는다.  

이들 결과로부터 원하는 메커니즘의 작업공간의 크기와 

기구학 등방성 지수 특성을 고려하여 메커니즘의 최적 설

계인자를 설정하였다. Fig. 3에 표시된 기호 와 기호 는 

각각 최대 전역 등방성 지수와 최대 작업공간 크기를 나

타낸다. 그림으로부터 1 /l R 과 3 /l R가 클수록 작업공간

의 크기는 커지는 경향이 있는 반면 적을수록 전역 등방

성 지수 특성이 좋아지는 경향이 있음을 알 수 있다. 한편, 

Fig. 3에서 점선으로 표기된 사선은 운동판의 반경 값을 나

타낸다. 실제 메커니즘의 구현 시 운동판의 반경이 작을 

경우 부속체인을 연결하는 회전관절의 설치가 어려운 점

을 고려하여 0.3r R=  이며 기호 와 기호 를 연결하는 

선상에 있는 기호 의 위치에 해당하는 인자 값들을 최적 

설계인자로서 선정하였으며 그 값은 각각 다음과 같다: 

 

1 3/ 0.3,  / 0.45,  / 0.3r R l R l R= = =   (41) 

 
Fig. 4와 Fig. 5의 경우는 선정된 최적인자들의 값 

0.3r = , 1 2 0.45l l= =  그리고 3 0.3l = 에 해당하는 메커니

즘에 대한 x y− 평면상에서의 기구학 등방성 지수 등고선

도와 메커니즘의 전체 작업공간을 나타낸다. Fig. 4와 Fig. 5

에서 , ,x y z  각 축의 단위는 모두 1R = 인 기준 값에 대

해 정규화하였다. Fig. 4에서 바깥 경계 부근에 나타나는 흰

색 영역은 기구학 등방성 지수 값이 매우 낮은 영역으로

서 그 중앙부근에는 특이형상이 존재한다. 이러한 사실은 

Fig. 5에서 재확인될 수 있다. Fig. 5에서는 도달 가능한 작

업공간을 자코비안의 디터미넌트 값의 부호에 따라 회색 

영역과 검은색 영역으로 표기하였으며 따라서, 특이형상 

궤적은 회색 영역과 검은색 영역의 경계에 해당된다. 이러

한 결과로부터 본 메커니즘은 작업공간의 크기와 작업공

간의 중앙부근에서 우수한 기구학 등방성 특성, 그리고 작

업공간의 중심으로부터 경계부근까지 비교적 완만하게 감 

 

 
(a) 0.03z =                    (b) 0.09z =  

 
(c) 0.15z =                  (d) 0.21z =  

 
(e) 0.27z =  

Fig. 4. Kinematic isotropy index plots 

 

 
Fig. 5. Workspace plot 

 
소하는 추세를 나타내는 전반적인 기구학 등방성 특성을 

고려할 때 햅틱기기로 활용하기에 매우 적합함을 확인할 

수 있다.  
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3. 2 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘 

 
3.1 메커니즘 구조 및 모빌리티 분석 

2 a aP P RR− 형 메커니즘은 Fig. 6과 같이 고정판과 운동

판 그리고 이들 두 개의 판을 연결하는 2개의 부속체인으

로 구성되어 있다. 각 부속체인은 3 a aP P RR− 형 부속 체

인과 동일한 구조를 가진다. 따라서, 제시된 2 a aP P RR− 형 

병렬 메커니즘의 자유도는 3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘과 

유사한 방법으로 다음과 같이 얻어진다.  

각 부속체인의 관절 스크류는 (2)~(6)과 유사하게 표현되

며 이들 모든 관절 스크류에 대한 reciprocal 스크류(부속체

인에 의해 운동판에 가해지는 구속렌치) 또한 (8)과 유사

한 형태로 표현된다. 그러나, 2 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘

의 경우 부속체인이 두 개이므로 공통구속렌치는 하나로 

동일하지만 나머지 두 개의 구속렌치가 모두 독립적인 렌

치이므로 과다구속렌치는 존재하지 않는다. 즉, 1,λ =  

6 5,d λ= − =  그리고  0.υ =  

한편, 3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘과 마찬가지로 

2 a aP P RR− 형 메커니즘의 단순화된 관절모델에 대한 링크 

수는 총 8개이고 관절은 모두 1자유도로서 총 8개로 표현

된다. 따라서, GrublerModifie Kutzd bach−  공식으로부

터[8] 2 a aP P RR− 형 메커니즘의 모빌리티는 다음과 같이 

3자유도를 갖는다.  

 

1
( 1) 5(8 8 1) 8 0 3

g

i
i

M d n g f υ
=

= − − + + = − − + + =∑   (42) 

 

 
Fig. 6. A 2 a aP P RR−  type PM 

그러나, 두 부속체인간의 오프셑 각의 차이가 

2 1 180t tγ γ− = 인 경우 공통 구속렌치(λ )는 2개를 가지므

로 메커니즘의 자유도는 다음과 같이 4자유도를 갖는다: 

 
(6 2)(8 1 8) 8 0 4M = − − − + + =   (43) 

 
본 논문에서는 3자유도를 가지는 경우로 한정하여 

2 1 180t tγ γ− = 인 메커니즘에 대한 해석은 제외하였다. 

 
3.2 정위치 해석 

제시된 2 a aP P RR− 형 메커니즘이 비여유 구동이 되는 

경우는 모빌리티 분석결과에서 알 수 있는 바와 같이 세 

개의 구동관절이 요구되며 그 위치로서는 첫 번째 부속체

인의 첫 번째와 두 번째 관절, 그리고 두 번째 부속 체인

의 첫 번째 관절을 설정하였다( 11 12 21( , , )Ta θ θ θ=θ ). 따라

서, 본 절에서의 정위치 해석에서는 설정된 구동 관절의 

변수 벡터 11 12 21( , , )Ta θ θ θ=θ 가 주어졌을 경우 출력 변수 

위치벡터 ( )Tx y z=u 를 구한다.  

 
Fig. 7은 2 a aP P RR− 형 메커니즘의 측면도를 보여준다. 

출력점 P가 고정판에 투영된 점을 *P , 부속체인의 세 번

째 관절의 위치를 iC ( ,y ,0)i ix , 그리고 부속체인의 두 번

째 관절의 위치를 iE
* *( , y ,0)i ix 로 각각 정의하였다. 여기

서 iC 와 iE 는 동일한 점에 위치 한다, 그리고 *P 와 iC

의 거리를 id 로 정의 하였으며 1d 과 2d 의 거리는 같다. 

첫 번째 부속체인에 관련 위치벡터 1OC 와 *
1P C  는 각

각 다음과 같이 표현된다: 

 

 
(a)                     (b) 

Fig. 7. Side view of the upper plate and the link 3il of the 

2 a aP P RR−  type PM 
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1 1 11 2 121

1 1 11 2 121

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

b

b

Rc l c l cx
Rs l s l sy

γ θ θ
γ θ θ

+ +⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     (44) 

 

1 1 1

1 1 1

( )
( )

t

t

x d cx
y d sy

γ
γ

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠    

(45) 

 

한편, 두 번째 부속체인의 2OE 와 *
2P E 는 각각 다음과 

같이 표현된다: 
 

*
2 1 212

*
2 1 212

( ) ( )
( ) ( )

b

b

Rc l cx
Rs l sy

γ θ
γ θ

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

   (46) 

 
*
2 2 22 1 2
*
2 2 22 1 2

( ) ( )
( ) ( )

t

t

x x l c d c
y y l c d s

θ γ
θ γ

⎛ ⎞+ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

         (47) 

 

(45)와 (46)을 이용하면 *
1P C 와 *

2P E 에 대한 루프 방

정식이 아래와 같이 얻어진다: 
 

*
1 2 1 1 2 2 22

*
1 2 1 1 2 2 22

( ( ) ( )) ( )

(s( ) ( )) s( )
t t

t t

x x d c c l c

y y d s l

γ γ θ

γ γ θ

− − − =

− − − =
 (48) 

 
(48)를 각각 제곱하여 더한 후 1d 에 관하여 정리하면 다음

과 같다. 
 

2
1 1 0ad bd c+ + =

   
(49) 

 
여기서  
 

2 2
2 1 2 1( ( ) ( )) (s( ) ( ))t t t ta c c sγ γ γ γ= − + −

 
(50) 

 
* *

1 2 2 1 1 2 2 12( )( ( ) ( )) 2( )( ( ) ( ))t t t tb x x c c y y s sγ γ γ γ= − − + − −    

(51) 
 

( )2* 2 * 2
1 2 1 2 2( )c x x y y l= − + − −   (52) 

 
(49)로부터 1d 는 다음과 같이 얻어 진다. 

 
2

1
4

2
b b acd

a
− ± −

=
   

(53) 

한편, Fig. 7(b)으로부터 세 번째 관절과 운동판의 기하 관

계로부터 1d 는 다음과 같이 얻어진다: 

 
2 2

1 3d r l z= + −
   

(54) 

 
(45)와 (54)로부터 운동판의 위치인 출력 벡터 

( )Tx y z=u 는 다음과 같이 표현된다. 

 

1 1 1( ),tx x d c γ= − 1 1 1( ),ty y d s γ= − ( )22
3 1z l d r= − − (55) 

 
3.3 역위치 해석 

2 a aP P RR− 메커니즘의 역위치 해석은 3 a aP P RR− 메커

니즘의 역위치 해석과 유사한 방법으로 구할 수 있으며 

본 논문에서는 생략한다. 
 
3.4 일차 기구학 모델 

2 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘의 기구학 모델의 경우도

3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘의 경우와 유사하므로 그 과

정은 생략한다. 최종적인 일차 기구학 모델은 다음과 같이 

표현된다.  

 

aA B=u θ    (56) 

 
여기서 

 

( )Tx y z=u , ( )11 21 31

T

a θ θ θ=θ      (57) 

 

11

12

21

$̂

$̂

$̂

r

r

r

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 , 

11 11

12 12

21 21

ˆ ˆ$ $ 0 0
ˆ ˆ0 $ $ 0

ˆ ˆ0 0 $ $

r

r

r

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (58) 

 

( ) 11 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ$ ; ,$ $ ( ),    1,2.r r r r r

ii i i i i is r S s z l for i= × = ⋅ × =   (59) 

 

( ) 1212 12 12 12 12 12
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ$ ; ,$ $ ( )r r r r rs r s s z l= × = ⋅ ×  (60) 

 

( ) ( )
( ) ( )

3 3 2
1

3 3 2

ˆ ˆ
ˆ ,    1,2.

ˆ ˆ
i i ir

i

i i i

l z l z
s for i

l z l z

× × ×
= =

× × ×  (61) 
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( ) ( )
( ) ( )

13 13 11
12

13 13 11

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ
r

l z l z
s

l z l z

× × ×
=

× × ×   (62) 

 
A의 역행렬이 존재하는 경우, (56)으로부터 정속도 관계식

은 다음과 같이 얻어진다. 

 
1

a aA B J−= =u θ θ    (63) 

 
3.5 병렬특이형상 

2 a aP P RR− 형 메커니즘의 병렬 특이형상은 (58)의 행렬 

A의 행들인 reciprocal 렌치 1$̂ri , 12$̂r , 그리고 21$̂r 들이 서로 

종속하는 가를 확인함으로써 규명할 수 있다. Fig. 8은 병렬 

특이형상을 나타내며 Fig. 8(a)는 모든 { 1$̂ri , 12$̂r 1,2for i = }

가 평행한 경우, Fig. 8(b)는 11$̂r 와 12$̂r  축이 놓인 평면에 

21$̂r 축이 평행할 경우, 그리고 Fig. 8(c)는 11$̂r 축, 12$̂r 축, 그

리고 21$̂r 축이 모두 한 평면에 위치하는 경우이다.   

 
3.6 최적설계 

2 a aP P RR− 형 메커니즘의 설계인자와 구속조건은 

3 a aP P RR− 형 메커니즘과 동일하며 평가지수의 경우도 

3 a aP P RR− 형 메커니즘에서 사용된 성능지수와 동일한 전

역 등방성 등방성 지수( GIσ )와 작업공간 크기(W )로 활용

하였다.  

최적 설계 인자를 선정하기 위해 일차적으로 운동판 과 

고정판의 오프셑 각 itγ 와  ibγ 의 최적 값을 먼저 선정하

였다. 이를 위해 고정판 반지름을 단위 값으로 ( 1R = ) 정

규화하여 운동판 반지름은 0.35r = 로, 그리고 모든 링크

길이는 1 2 3 0.35l l l= = = 로 고정하였으며, 두 다리와 운동

판의 오프셑 각의 차( 2 1t tγ γ− )에 대한 최적의 각을 검색

하였다. 편의상 2 2t bγ γ=  그리고 1 1t bγ γ=  로 설정하였으

며, 앞에서 언급한 바와 같이 메커니즘의 자유도가 4가 되

는 운동판과 고정판의 오프셑 각들이 각각 0 와 180 인 

경우는 배제하였다. 검색 결과 운동판과 고정판에 대한 최

적의 오프셑 각의 차는 150 로 선정되었으며, 이에 따라 

itγ 와 ibγ 는 각각 대칭구조를 이루는 15 와 165 로 설 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 8. Parallel singularities of the 2 a aP P RR−  type PM 

 
정하였다. Fig. 9(a)는 이러한 최적인자 값을 활용한 메커니

즘의 작업공간을 나타내며 Fig. 9(b)는 특히 0.25z =  일 

때에 대한 기구학 등방성 지수 등고선도를 나타낸다. 

 

  
(a)                   (b) 

Fig. 9. (a) Workspace plot and (b) kinematic isotropy index plot, 

with respect to optimal offset angles of the upper plate 

and the base plate  
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Table 3와 Table 4는 각각 앞에서와 마찬가지로 최적설계

를 수행하는데 적용한 조건을 나타낸다. 그리고 최적설계

는 3 a aP P RR− 형 메커니즘과 동일한 방법으로 수행하였다. 

Fig. 10(a)와 Fig. 10(b)는 각각 정규화된 설계인자들에 대

한 메커니즘의 전역 기구학 등방성 지수 등고선도와 작업

공간의 크기를 나타내며, 특히, 이들 그림에 표시된 기호 

와 기호 는 각각 최대 전역 기구학 등방성 지수와 최대 

작업공간 크기를 나타낸다. 그리고 기호 는 Fig. 3에서와 

동일한 방법으로 기호 와 기호 를 연결하는 선상에 있

는 값들 중에서 전역 등방성 지수와 작업공간크기 그리고 

제작의 용이성을 고려하여 임의로 선정된 최적 설계인자

의 위치를 나타내며 그 값은 다음과 같다. 

 

1 3/ 0.3,  / 0.4,  / 0.35r R l R l R= = =  (64) 

 

Table 3. Design parameters and design constraints  

Normalized design 
parameter 1 3/ ,  / ,   1,2i il R l R for i =

 
Search range of 

design parameters 1 30 / 1,  0 / 1i il R l R< < < <
 

Search Interval of 
design parameters 1 3/ 0.01,  / 0.01i il R l R= =

 

Imposed 
constraints 

1 1 2 215 ,  165t b t bγ γ γ γ= = = =  

R 1= , 1 2,i il l=
31 2 3( )

2 2
ll lr R +

= − −
 

 
Table 4. Search conditions in workspace simulation 

Grid interval side 0.01 ,  0.01 ,  0.01x R y R z R= = =  
Search range of 

workspace 
, ,  0R x y R z R− < < < <  

 

 
(a)                  (b) 

Fig. 10. (a) Global kinematic isotropy index plot and (b) workspace 

size. 

 

 
Fig. 11. Workspace of the optimal 2 a aP P RR− type PM  

 

 
(a) 0.03z =                   (b) 0.09z =  

 
(c) 0.15z =                   (d) 0.21z =  

 
(e) 0.27z =                   (f) 0.33z =  

Fig. 12. Kinematic isotropy index plot of the optimal 2 a aP P RR−  

type PM 

 
Fig. 11과 Fig. 12는 각각 고정판이 1R = 일 때, 최적인자

들의 실제 값이 각각 0.3,r =  1 2 0.4l l= =  그리고 

3 0.35l = 일 때 메커니즘의 작업공간과 기구학 등방성 지

수 등고선도이다. 앞에서 설정한 최적 설계인자를 가지는 
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병렬 메커니즘에 대해 0.03,z = 0.09, 0.15, , 0.21 , 0.27 , 

그리고 0.33인 경우 각각 x y−  평면상에서의 기구학 등

방성지수 등고선도를 나타낸다. 기구학 특성 분석을 위해 

min max/Iσ σ σ= 로 정의되는 지역 기구학 등방성 지수

( Iσ )가 사용되었다. 여기서 minσ 와 maxσ 는 각각 (63)에

서 구한 자코비안 행렬의 최소 특이값과 최대 특이값을 

나타낸다. 특히, Fig. 12에서 등방성 지수의 문턱 값으로는 

0.01thσ = 를 사용하였으며 이러한 문턱 값은 그림에서의 

작업공간 경계를 나타낸다.  

그림에서 얻어진 작업공간 크기 및 기구학 등방성 특성

으로부터 메커니즘이 어느 정도 유용한 기구학 특성을 가

지고 있는 것으로 판단할 수 있다. 하지만 Fig. 11에서 검은

색 부분 또는 Fig. 12에서 흰색으로 나타나는 좌측 하단 부

분은 메커니즘의 병렬 특이형상으로서 작업공간의 한 부

분의 유용성을 급격히 저하시키고 있음을 확인할 수 있다. 

따라서, 이와 같은 작업공간 내부에 존재하는 병렬 특이형

상을 제거하기 위한 방안으로서 다음절에서는 여유구동을 

활용하는 경우에 대한 특이형상 및 기구학 특성 분석을 

수행함으로써 더 넓은 작업공간을 확보할 수 있음을 조사

하였다.  

 
3.7 여유구동으로 인한 병렬 특이형상 제거 

Fig. 13은 각 부속체인의 첫 번째와 두 번째 관절을 구동

관절로 설정하여 총 4개의 구동관절을 가지는 여유구동 

2 a aP P RR−  메커니즘을 나타낸다. 이러한 여유구동 메커

니즘의 일차 기구학 모델은 rB 의 역행렬이 존재한다면 

다음과 같이 얻어진다: 

 
1 1

ra r r rB A J− −= =u uθ    (65) 

 
여기서  

 

( )Tx y z=u , ( )11 12 21 22

T

ra θ θ θ θ=θ     (66) 
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⎢ ⎥
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 (67) 

( )ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ$ ; ,$ $ ( ),    , 1,2.r r r r r
ijij ij ij ij ij ijs r S s z l for i j= × = ⋅ × =  (68) 

 

( ) ( )
( ) ( )

3 3 2
1

3 3 2

ˆ ˆ
ˆ ,    1,2.

ˆ ˆ
i i ir

i

i i i

l z l z
s for i

l z l z

× × ×
= =

× × ×  (69) 

 

( ) ( )
( ) ( )

3 3 1
2

3 3 1

ˆ ˆ
ˆ ,    1,2.

ˆ ˆ
i i ir

i

i i i

l z l z
s for i

l z l z

× × ×
= =

× × ×  (70) 

 
정속도 관계식은 (65)로부터 다음과 같이 얻어질 수 있

다 

.  
1[ ]r raJ − +=u θ    (71) 

 
여기서 1[ ]rJ

− + 는 유사역행렬(pseudo-inverse matrix)로서 다

음과 같이 표현된다: 
 

1 1 1 1 1[ ] ([ ] [ ]) [ ]T T
r r r rJ J J J− + − − − −=   (72) 

 
Fig. 14와 Fig. 15는 각각 3.6절에서와 동일한   설계인자

를 가지는 병렬 메커니즘에 대해 0.03,z =  0.09, 0.15, 0.21, 

0.27, 그리고 0.33인 경우 각각 x y− 평면상에서의 기구학 

등방성지수 등고선도와 전체 작업공간의 크기를 나타낸다. 

지역 기구학 등방성 지수에 사용된 특이값 minσ 와 maxσ

는 각각 (72)에 나타난 유사 역행렬( 1[ ]rJ
− + )의 최소 특이값

과 최대 특이값을 나타낸다. Fig. 14와 Fig. 15에서 등방성 

지수의 문턱 값으로는 0.01thσ = 를 사용하였으며 이러한 

문턱 값은 그림에서의 작업공간 경계를 나타낸다.  

 

 

Fig. 13. Redundantly actuated 2 a aP P RR−  type PM 
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(a) 0.03z =                   (b) 0.09z =  

 
(c) 0.15z =                   (d) 0.21z =  

 
(c) 0.27z =                   (d) 0.33z =  

Fig. 14. Kinematic isotropy index contour plot of the redundantly 

actuated 2 a aP P RR− type PM 

 
Fig. 15. Workspace plot of the redundantly actuated 2 a aP P RR−  

type PM 

 
Fig. 12와 Fig. 13에서와 같이 여유구동이 없는

2 a aP P RR− 형 메커니즘의 작업공간 좌측 하단에는 병렬 

특이형상이 존재하지만 하나의 여유 구동을 가지는 

2 a aP P RR− 형 메커니즘의 경우에는 Fig. 15와 같이 작업공

간 내에서는 특이형상이 완전히 제거되어 넓은 유용한 작

업공간을 확보할 수 있을 뿐 아니라 기구학 등방성 특성

이 향상된 것을 확인할 수 있다.  

 

4. 결  론 
 
본 논문에서는 2개 또는 3개의 a aP P RR 형 부속체인을 

가지는 두 가지 형태의 병진 3자유도 병렬 메커니즘을 제

시하고 기구학 분석 및 최적설계를 수행하였다. 

3 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘은 정위치 해석해가 존재하지 

않지만 우수한 기구학 특성을 보유한 것으로 확인되었다. 

하지만 2 a aP P RR− 형 병렬 메커니즘은 3 a aP P RR− 형 병

렬 메커니즘과는 달리 정위치 해석해가 존재하지만 상대

적으로 유용한 작업공간의 크기가 적은 단점이 존재하였

다. 이를 보완 하기 위한 방안으로 2 a aP P RR− 형 병렬 메

커니즘이 여유구동을 활용하는 경우 작업공간내에 존재하

는 병렬특이형상이 제거됨으로써 유용한 작업공간의 크기

가 확장될 뿐 만 아니라 기구학 특성도 개선되는 것을 확

인할 수 있었다. 결론적으로 제시된 두 가지 형태의 병렬

메커니즘은 모두 햅틱기기로서의 적합한 기구학 특성을 

보유하고 있음을 확인하였으며 특히, 2 a aP P RR− 형 병렬 

메커니즘은 두 개의 부속체인만을 활용하는 단순한 구조

로서 정위치 해석해가 존재할 뿐 만 아니라 여유구동을 

활용하는 경우 매우 우수한 햅틱기기로서의 활용 가능성

이 높음을 확인할 수 있었다. 향후 과제로서는 이들 두 메

커니즘의 시작품 제작을 통한 햅틱기기로서의 실용 가능

성에 대한 검증이 필요하다. 
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